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ПРЕДИСЛОВИЕ

Сейчас электронные вычислительные машины (ЭВМ)'
разных классов от простейших карманных до мощных

быстродействующих стали относительно дешевыми и

доступными. Они имеются во мноrих научных центрах,
конструкторских бюро и на предприятиях. Поэтому
сильно расширцлся Kpyr научных и инженерно техниче.
ских работников, имеющих возможность производить на
ЭВМ расчеты, rораздо более сложные, чем они ранее
производили вручную, Но более С.'Iожные расчеты тре-
буют и более rлубокоrо знакомства с численными ме-

тодами.

В этой книrе содержится изложение большоrо числа

вычислительных методов, применяемых при решении за-

дач на ЭВМ, и как справочник по этим методам она

может служить руководством для работников вычислиj
тельных центров и тех научных и инженерно техниче..
ских работников, которым приходится иметь дело с чис..

ленным решением научных и технических задач.

Книrа может быть использована как учебник при
изучении теории вычислительных методов математики

студентами технических учебных заведений с расширен-
ной проrраммой курса математики. Для понимания почти

Ecero содержания книrи достаточно знания анализа и ал-

rебры в объеме таких проrрамм. Лишь в очень неболь-
шой части изложения авторы выходили за их rраницы,
используя понятие аналитической функции комплекс 

ной переменноЙ и интеrральные представления таких
функциЙ.

Как пособие при изучении вычислительных методов,
книrа будет полезной также студентам физических, ме-

ханико-математических и математических факультетов
университетов.
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При составлении книrи авторы использовали MHor(j 

летний опыт преподавания вычислительной математики

в Белорусском rосударственном университете и работы
в вычислительных центрах университета и Института
математики АН Белоруссии.

Первый том содержит задачи интерполирования

функций, линейной алrебры, решения численных урав-
нений и численноrо интеrрирования функций.

Второй том посвящен rлавным образом вопросам
численноrо решения дифференциальных уравнений как

обыкновенных, так и с частными производными. В нем

будут также содержаться задачи решения интеrральных

уравнений и улучшения сходимости рядов и последова 
тельностей.

Авторы стремились сделать изложение простым и

достаточно наrлядныМ, иноrда даже ОТОДвиrая во-

просы общности и лоrической строrости на второе
место.

Книrа разбита на rлавы, параrрафы и пункты.
В конце каждой rлавы указана литература, рекомендуе-
мая для более rлубокоrо изучения изложенной в rлаве

темы. Нумерация рисунков сквозная по всей книrе.

Нумерация формул своя в каждом параrрафе. Если
ссылка на формулу не выводит за пределы данноrо па-

раrрафа, то указывается только номер формулы, напри-

мер (18); если ссылка относится к друrому параrрафу
данной rлавы, то указываются номера параrрафа и фор-
мулы, например (3.18); если ссылка относится к друrой
rлаве, то указываются номера rлавы, параrрафа и фор-
мулы, например (1.3.18).

Авторы

1;
 t.



ВВЕДЕНИЕ

1. О вычислительных методах математики. Чтобы

описать, какое место занимает теория вычислительных

методов в научных знаниях, необходимо сказать, что

современная вычислительная математика ,родержит в

себе (как принято считать) три rлавнеиших части:

1) теорию вычислительных методов; 2) приборы, ПОЗВ04

ляющие автоматизировать вычисления, осуществлять
связь, хранить информацию и т. д.; среди них централь-
ную роль иrрают вычислительные машины; 3) вспомо-

rательные средства, облеrчающие управление работой
вычислительной машины; к ним относятся алrоритмиче-
ские языки различных назначений, стандартные проr-
раммы, содержащие изложения наиболее часто употреб-
ляемых вычислительных процессов, проrраммы диспет-
черы и т. п. В настоящей книrе будет в краткой форме
дано изложение основ теории вычислительных методов
и указаны те из них, которые часто применяются в вы-

числениях.

Теория вычислительных методов является очень раз-
ветвленной наукой и имеет применения всюду, rде
приходится в'стречаться с числами или рассматривать
явления и процессы, подчиняющиеся количественным за-

конам. Такие законы изучаются в очень мноrих науках:
математике, физике, механике, астрономии, экономике,
биолоrии, медицине, теории управления и реrулирова-
ния и т. д. *). Этот неполный перечень наук приведен не

только для Toro, чтобы показать, насколько большим
является число отраслей деятельности людей, rде

*) Математические методы проникли даже в такие отдаленные
от естествознания науки, как общественные и rуманитарные. Сейчас

нередко rоворят, быть может, преждевременно, о математизации
всех наук.
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может применяться вычислительная математика, но ска-

рее для следующей цели. В каждой из областей приме 
нения MorYT возникать свои специфические задачи, Tpe 

бующие выработки особых, приспособленных к ним

вычислительных методов. Например, задачи, возникаю-

щие в вопросах орrанизации производства, принадле-

жат математике, изучающей конечные множества, и ре-
шаются преимущественно с помощью HeKoToporo нап-

равленноrо перебора части возможных вариантов. В про-

блемах же физики и механиКИ очень часто бывает

необходимо находить функции одноrо или нескольких

aprYMeHToB, дающие описание изучаемоrо явления, и они

разыскиваются, как правило, путем решения дифферен-
циальных уравнений, являющихся записью законов, по

которым протекает это явление.

Большое число видов задач, к решению которых мо-

жет применяться вычислительная математика, потребо"
вала создания мноrочисленных методов их решения.

Для к.ниrи были отобраны такие вычислительные Me 

тоды, которые предназначены для решения задач, часто

встречающихся в практике вычислений; полезность ме-

rrодов проверена мноrими rодами их применений, и для

их понимания достаточно знаний в объеме технических

вузов с расширенной проrраммой по математике.

Эти требования устанавливают выбор отделов теории
вычИслительных методов, включенных в книrу. Но оста-

лось еще произвести выбор самих методов. Каждая за-

дача может быть решена не одним, а несколькими BЫ 

числительными методами. Принципы выбора методов Д,lЯ

наrлядности изложения мы поясним на частном вопросе.

Рассмотрим хорошо известную проблему интеrрирования
функций. Интеrрал разыскивают обычно в форме линеЙ-

ной комбинации нескольких значений интеrрируемой
функции и строят формулы вида

ь n

f (х) dx === I Akf (Xk) + Rn т. (1)
а k 1

Здесь сумма должна давать приближенное значение ин-

теrрала, а Rn (п есть поrрешность этоrо значения.

При построении вычислительных формул (1) можно

распорядиться выбором пара метров Ah. и xh. (k===

tf ;

I
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:11:::= 1, оН, п). Чтобы читатель Mor представить себе, в Ka 

к:омб6Jiьш6мко.личестве вариантов в J::Iрактич:еских усло 
Виях приходится решать эту проблему, мы перечислим
сейчас rлавнейш'ие требования, которые предъявляют
реальные задачи *) .

При применении вычисЛ'Ительноrо правила (1) BCTpe 
чаются два основных случая, которые должны быть уч 
тены во всем последующем изложении. Во первых,коrда
фУRIЩИЯ F задана таблицей своих значений, тоrда в Ka 

честве Xk можно брать только табличные значения apry-
мента Х. В этом случае мы почти лишены возможности

распоряжаться выбором Xk (можем лишь некоторые таб 
личные значения пропустить). При построении вычисли 

.тельной формулы (1) здесь можно выбирать без оrрани 
11€НИЙ только коэффициенты Ak. BO BTOpЫX,коrда F за 

дан"а аналитически (формулой). В этом случае можно

произвольно выбирать как Ak, так и Xk.

Для приближенноrо вычисления интеrрируемую функ-
дию F обычно заменяют на друrую, более простую, леr-

ко интеrрируемую и принимающую в точках Xk (k===
:; 1, ..., п) те же значения F(Xk), что и Р. В качестве
таких более простых функций берут алrебраические или

триrонометрические мноrочлены, рациональные функции
11 т. д. Чаще Bcero пользуются алrебраическими MHoro-

членами и заменяют F таким мноrочленом на всем OT 

резке [а,Ь] или разбивают [а,Ь] на части и на каждой из

них берут свой алrебраический мноrочлен: например, за 
меняют F кусочно-линейной функцией или функциеЙ, co 

ставленной из кусков мноrочленов второй степени, и т. д.
Этоrо оказывается достаточно для очень широкоrо
класса случаев, и этому способу будет уделено MHoro
внимания в книrе. Но такая замена далеко не исчерпы 
Бает потребностей практики, и Нередко приходится поль-

зоваться друrими простыми функциями, например, при
интеrрировании периодических функций естественнее

применять не алrебраические, а ТРИI'онометрические MHO 
rочлены, или при вычислении интеrралов по полуоси
[а, (0) заменять F друrими функциями, стремящимися

*) Dолее теоретические аспекты проблемы и условия, paCCMa 
триваемые в иих, нами опущеиы.
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к нулю при х 00 примерно с той же скоростью, чт6

и IFI.
Далее, если функция F имеет особенности (например

обраlЦается в бесконечность в какой либоточке) и ин 

теrрал является несобственным, то простейшие rладкие

функции становятся неприrодными для замены Р. Тоrда

должны быть построены свои особые методы вычисления

пнтеrрала. В этом и предыдуIЦем случае правило инте 

I'рирования (1) заменяют друrим, более ПОДХОДЯIЦИМ к

свойствам интеrрируемой функции.
Были перечислены лишь некоторые проблемы, кото-

рые возникают в задаче численноrо интеrрирования, но

их достаточно, чтобы увидеть, насколько мноrосторонней
является Эl а задача и как мноrочисленны должны быть

правила вычисления интеrралов. Аналоrичное положе-

ние имеет место и для друrих разделов теории Методов
вычислений.

Универсальным методам вычислений или методам,

которые MorYT быть применены в очень широком классе

случаев, всеrда ПРИСУlЦ неизбежный недостаток: они

мало учитывают свойства каждой отдельной задачи II

поэтому, как правило, имеют невысокую точность и мед-

.'Iенную сходимость к точным значениям. Поэтому их

применение обычно требует затраты большоrо труда или

машинноrо времени. Специализированные же методы,

ПОЗВОЛЯЮIЦие более полно учитывать свойства рассмат-

риваемой задачи, обладают в 'этом отношении преиму-
lЦecTBoM перед универсальными и позволяют получать

нужную точность с меньшей затратой работы.
Поэтому в книrу, кроме универсальных методов, был

включен также набор более специализированных MeTO 

дов, которые ПОзволяют часто облеrчить вычислительный

труд и знание которых, по мнению авторов, является

весьма желательным,

Сделаем eIЦe замечание, которое полезно иметь в

виду всем, приступаюIЦИМ к изучению теории методов

ьычислений. Вычислительная математика очень часто

позволяет получить решение там, rде друrие методы OKa 

зываются бессильными. Это старая наука, и ее бы 

строе развитие за несколько последних десятилетий

связано с изобретением быстродействуюlЦИХ вычисли-

тельных машин, освободивших человека от выполнения
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болъшоrо числа арифметических и простых лоrических

операций.
Вычислительная математика и машины сделали воз-

можным решение таких задач, которые три десятилетия

назад считались недоступными, и сильно расширили воз-

можность исследований, расчета и предвидения. Нет со-

мнений, что эти возможности С течением времени будут
быстро возрастать, и вмеСте с этим будет повышаться

роль вычислительной математики во мноrих областях
деятельности людей. Но было бы, по-видимому, ошибкоЙ

преувеличивать значение численных методов и отдавать

им предпочтение перед друrими математическими мето-

дами исследований, такими, как аналитический или ло-

rический методы. Численные методы применимы не во

всех случаях, и надо научиться использовать в работе
Бсе математические методы, правильно применяя каж-

дый метод в наиболее подходящей для Hero области.

2. О поrрешиостях при численном решении задач.

Поrрешности реЗУЛI:>тата приближенноrо решения задачи
вызываются следующими причинами.

а) Неточность информации о решаемой задаче.
Ошибки в начальных данных определяют ту часть по-

rрешности в решении, которая не зависит от математи-
ческой стороны решения задачи и называется обычно

неустранимой nоерешностью. Сведения о rраницах таких

поrрешностей ИСпользуются для возможноrо упрощения
самой задачи, при выборе метода вычислений, точность

KOToporo должна быть соrласована с точностью задачи,

и, наконец, для определения точности вычислений,
б) Поерешность аппрОКСИмации. При решении за-

дачи численными методами необходимо считаться с тем,
что неизбежно придется иметь дело только с конечным

количеством чисел, и с ними можно выполнить только

конечное количество операций. rраница для каждоrо из
5ТИХ количеств определяется свойствами машин, исполь-

зуемых при решении, временем, важностью задачи и дру-
IИМИ факторами, среди которых соображения целесооб-
разности и стоимости имеют немалый вес.

_

Если количество чисел или операций превышает до-
пустимые rраницы, то задачу приходится упрощать и
заменять ее друrой задачей, близкой к заданной, но уже
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удовлетворяющей нужным требованиям, Поясним это

простым примером. Пусть на отрезке а::::; х ::::; Ь нужно
найти функцию у(х), удовлетворяющую дифференциаль 

ному уравнению y'==f (Х, у) и начальному условию

у(а) ==Уо. Найти численно у(х) во всех точках отрезка
а::::; Х::::; Ь невозможно, так как таких точек бесконеч 
ное множество. Для решения задачи можно, вообще ro.

воря, поступить так: взять на [а, Ь] конечную сетку paB 
ноотстоящих точек (Хп == а + nh, n == О, 1, ..., N, а +:
+- Nh::::; Ь < а + (N + l)h) и находить значения У(Хп ) ==
== у(а + nh) ;:;::;' Уп функции У(Х) только в точках этой

сетки, Начальное значение У(Хо) == у(а) == уо нам за-

дано. Для нахождения же остальных значений уп (п ==

== 1, 2, ,О., N) нужно построить систему уравнений,
близкую к у' == f (Х, у). Для этоrо, следуя примеру

Эйлера, раосМОТрИМ дифференциальное уравнение не

всюду lja [а, Ь], а только в точках сетки:

у' (хп) == f (Хп , у (хп»,

И заменим в нем производную у' (хп) ее приближенным
I

'

значением: у' (Xn);:;::;'7i (Уп+1 уп)' Torдa получим конеЧ-

ную систему уравнений
1

h (Уп+1 Уп) === f (Хп , Уп) (п === О, 1, ..
.,
N 1), (2)

которая позволит последовательно вычислять значения

У1, У2, ..., YN.

Возвратимся к общим рассуждениям. Заменяя задан 

ную задачу близкой к ней приближенной, мы получим
некоторую поrрешность, которая и называется посреш 
ностью избранноrо численноrо метода. В приведенном

примере она имеет следующий смысл. Если в ypaBHe 
ние (2) вместо Уп И Уn+1 подставить точные значения

у (хп ) И у (Xn+l) решения заданноrо дифференциальноrо
уравнения, то равенство удовлетворится лишь с некото-

рой поrрешностью и будет иметь вид

[у (Хп +l) у (хп)] === f (х, у (Хn» + rno (3),

Величина rn и есть поrрешность аппроксимации.
Уравнение (2) получается из (3), если отбросить вели 

чи'ну rn , полаrая ее достаточно малоЙ.
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Замена исходн()й задачи аппроксимирующей предоп 
редел яетчастьпоrрешности приближенноrо решения, KO 

торую называют обычно поzрешностью метода.

в) Поzрешность окруzлений. Наиболее часто для за 

лиси чисел в ЭВМ применяется двоичная система с пла 

вающей
.

запятой:

t

x :I::2
Р L ak2 k==:1:: 2Р (al' ..., at)
k"'l

(1 Р I po), аl == 1.

Типичными являются приводимые ниже значения пара.

метра Ро, определяющеrо rраницу для порядка числа, и

параметра t, определяющеrо количество знаков в числе:

Ро
== 64, t == 35.

В десятичной системе счисления ПОрЯдоК и число знаков

даются равенствами

2
РО

=== 264 7 . 1019 И 2 t== 2 З5 3 . 10 11.

Напомним некоторые факты элементарной теории по 

rрешностей, Пусть а есть точное и а* приближенное
значение некоторой величины.  азностьа а* == 8 на.

зывают nоzрешностью nриближенноzо значения а*. Так
как точное зиачение а в большинстве случаев неизвестно,
то неизвестно и точное значение 8. Но очень часто бы 

вает известна верхняя ераница !!.. абсолютной величины

посрешности:

I а а* I === I 8 I !!...

Ее мы ниже будем называть сокращенно еран.ицей no 

Zрешностu 8. Точное значение а лежит, очевидно, в сле 

дующих пределах:

а* А a a*+!!...

Часто эти неравенства условно записывают в форме
а === а* + А.

При вводе числа а в машину ero обычно окруrляют и

приближенно записывают в виде

t
'\' k '"

а  :I::2
Р

L.J ak2 === а .
k"'l

(4)
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Поrрешность такой записи не больше единицы послед.

Hero разряда в а*:

I а а* I === 181 2P t=== .

Относительной nоерешностыо величины а* называют

а* а u

отношение .Наряду
с неи рассматривают Bepx 

нюю rраницу для аБСОЛlOтноrо значения этой величины

I
а* а

I I
в

1 :::;:::
tl

б
7  Тil'Т ,

которая ниже называется ераницей относительной no 

ерешности. Так, при приближенном вводе числа а в ма-

шину в виде (4) rраница поrрешности может быть най-

дена следующим способом:

б 1
8

1 :::;:::
tl 2P t

 2 t,===

7 т;.j
===

2Р L ak2 k
Ошибки окруrлений сказываются на точности оконча-

TeJIbHOrO результата. Ту часть поrрешности приближен-
Horo решения, которая зависит только от этих ошибок,

называют обычно вычислительной nоерешностью.
Остановим внимание на оценке поrрешностей про-

стейших действий с приближенными числами.

По r реш н о с т ь с у м м ы. Пусть а === Х1 .+ Х2 и из-

б
* *

вестны при лиженные значения Хl' Х2 слаrаемых и rpa-

ницы  1, 2для их поrрешностей. Обозначим поrрешно-
сти слаrаемых соответственно 81 и 82:

* *

+
*

а === Х 1
Х2 '

а === (x + 81) + (х; + 82) ===

=== а* + 81 + 82 === а* + 8.

Поэтому

181  1811 + 1821  1+  2.

Это позволяет сформулировать правило: сраница nо-

ереШflости суммы не больше суммы сраниц nосрешностей

слаеаемых.
По r реш н о с т ь про и з в е д е н и я. Рассмотрим те-

перь произведение

х === Х
1

. Х2
=== (x + 81) (х; + 82) === x x;+ X 82+ Х;81 + 8182'
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,:
Так как

.. . .

х == x
l
x
2'

прибдиженное значение произведения

то ero поrрешность будет сдедующей:
8 == Х;82 + Х;81 + 8182'

есть

(5)

в бодьшом чисде реадьных задач поrрешность яв 

ляется малой величиной сравнительно с точным и при 
ближенным значениями, и последний член правой части

(5) будет более BbIcoKoro порядка малости, чем два пер 
вых члена. Поэтому произведением 8182 В. (5), как пра-

вило, можно пренебречь, и пользоваться ддя поrрешно 
сти 8 вместо (5) неточным равенством

.

+
.

8  X182 Х
2
8

1 . (6)

ИЗ (5) и (6) получаются точная и приближенная
оценки поrрешности произведения и ее rраницы L\:

181   lx;I 2+Ix;1  1+ 1 2' (7)

181  <lx;I 2+lx;I I'! (8)

1 Здесь и ниже знак '<: применен для обозначения при 

:'С\ ближенноrо неравенства.

) Неравеаства (6) и (7) позволяют сформулировать
_ t'\ правило оценки  :сраница посрешности произведения по

",' сраницам посрешности сомножителей определяется He 

равенством (7); при этом для малых  1и  2допусти,ио

, \"
пользоваться приближенным неравенством (8).

\' Более простым является правило оценки относите.'IЬ 
ной поrрешности произведения. Пусть rраницы относи-

<!
тельных поrрешностей множителей x ,х; есть <'>1 и <'>2-
Если разделить обе части (5) на х;х;, получим

+ + . **.......... * * * *-

Х
1
Х
2

Х
I

Х
2

Х
!

Х
2

Отсюда вытекает оценка rраницы относительной поrреш 
ности

1 1  6 61+62+6162' (9)
x

l
x
2

Аналоrично приближенное равенство (6) дает

I I  6<61 + 62' (10)
Х

1
Х
2

- ...;:  ..,-: ..,.::--:   ",   .  .  -;"\

\. , '::. ,.
-

.!,L
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Из (9) и (1 О) следует правило оценки ('): 2раница (') OT 

носительной nО2решности произведения оценивается

через 2раницы (')1 и (')2 относительных nО2решностей .мHO 

жителей неравенство.м (9); если же относительные nо-

2решности (')1 и (')2 .малы, допустимо пользоваться nрибли 
женным неравенством (10).

По r реш н о с т ь о т н о ш е н и я. Пусть Х == xl/:JVz и

сохраняются прежние обозначения для приближенных
значений х;, х;, поrрешностей и их rраниц. Сделаем до-

полнительное предположение: 1,1.21 < 1 х; 1. Если оно Ha 

рушается, то нецелесообразно рассматривать отношение,

так как делитель Х2 может оказаться раВНЫМ нулю.

Поrрешность отношения здесь вычисляется почти

столь же просто, как и выше:

*

.
Х

I ХI 1

(
* *

)8 ==x x==  -....==*

(
*

)
81X2 82ХI '

Х2
Х2

Х
2

Х2 + 82

что приводит К следующему правилу оценки rраницы по"

rрешности:

181<,1.<
I *1(,1.1 ) (Allx;1 +A2Ix;I).
Х
2

Х
2 /12

Если считать величину L\2 пренебрежимо малой сравни-
тельно с I х; 1, эту оценку можно заменить более простой,
но приближенной:

L\< Ix;12 (A1 I x;I+A2 I x;I).

Что же касается относительной поrрешности, то ее вы-

ражение и оценка являются более простыми:
'" . ;::!

8 Х
2

Х
2

(
8; 82

)7'
== 8

Х;
==

Х; + 82 Х; Х;
,

(11)

' [ <0< I .I,X;i (01 + 02)== (01+ 02)'
Х Х

2 /12 1 б2

Коrда L\2 будет мала сравнительно с I х; 1, последняя

оценка может быть заменена приближенноЙ:

0< 01 + (')2' (12)
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Это приводит К правиду: относительная n02решность

дроби оценивается при nОlltOщи равенства (11); если ОТ-

носительная nоерешность 62 делителя значительно MeHb 

ше единицы, допустимо применять более простое пра-
вило (12).

Упрощенные правида для произведения и дроби (1 О)
и (12) оказываются одинаковыми.

ПО r реш н о с т ь вы ч и с л е н и я Ф у н к Ц и и. Пусть
1} некоторой выпуклой области G n MepHoroчисловоrо

пространства рассматривается непрерывно дифференци 
руемая функция у == f (хl, Х2, ..., Хn )' Предподожим, что

в точке (хl, ..., хn ) области G нужно вычислить значе-
ние у. Пусть нам известны лишь их приближенные значе 

ния х;, х;, ..
., х: такие, что точк& (х;, ..., х:) принад 

дежит О, Необходимо найти поrрешность приближенноrо
значения функции у* === f (х;, ..

., <). Через поrреш!!о 
сти ei

== x
i х; aprYMeHToB она выражается С.'Iедующим

образом:
е == f (х; + 131' ..., х: + Вn) f (х;, ..., х:),

или, если воспользоваться формулой Лаrранжа,
n

B==I д: f(x;+eel , ..., x:+een)ei , o e l.
i 1

i

Отсюда получается оценка для rраницы поrрешности
вычисления функции

n

113 i А L BiAi' (13)
i 1

rде

I ei I Ai, Bi
== ф;х! a i'(х; + ее!, ..., х

n + евп)).
Коrда поrрешности ei достаточно малы, а частные произ 
водные суть достаточно плавно изменяющиеся функции,
коэффициенты Bi допустимо заменить на абсолютные
значения производных в точке (х;, ..., х:). После этоrо

получится приближенное, более простое неравенство,
оценивающее А:

n

A< Aila t[(х;,..., х:)!.J I
(14)
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Указанные выше оценки поrрешностей при арифме-
тических операциях сложения, умножения и деления мо-

rYT быть, вообще rоворя, включены в проrрамму ра60ТЫ

машины, и при помощи них получено суждение о точно-

сти результатов, выданных машиной. Но обычно этоrо

не делают на основании следующих соображений: во-

первых, внесение оценок повлечет за собой усложнение

проrраммы, замедлит работу машины и отнимет допол-

нительно места памяти; во-вторых, указанные оценки мо-

rYT дать удовлетворительное представление о поrрешно-
стях, если получение результата требует небольшоrо
числа операций. Если же число операций является боль-

шим, эти оценки, рассчитанные на учет самых неблаrо-

приятных случаев, дадут преувеличенную оценку поrреш-
ностей, часто сильно превосходящую действительные их

значения, На машине же проводят, как правило, вычис-

ления с большим числом операций, и ТОl'да рациональ-
ность применения рассмотренных правил вызывает со-

мнение. Поэтому такие правила применяют в редких

случаях малоrо числа операцИЙ, например для задач, ре-
шаемых на настольных машинах.

Проблема определения точности результата является

трудной, и в полном ее виде в настоящей книrе не рас-

сматривается. В последующем изложении для мноrих

вычислительных методов будут получены явные выра-
жения для их поrрешностей. Они позволяют составить

представление о порядке малости этих поrрешностей,
либо в некоторых случаях вычислить их оценку или при-
ближенное значение.
Мы оrраничимся тем, что укажем на некоторые ме-

тоды неполноrо решения проблемы, которые часто при-
меняют в практике вычислений: 1) решение задачи дру-
rим методом или повторное применение Toro же метода,

но с иной последовательностью операций; 2) малое изме-

нение входных данных и решение задачи с измененными

данными. Можно надеяться на то, что совпадающие зна.

ки в результатах двух разных решений задачи будут
верными,



rЛАВА 1

ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ

э 1. Содержание задачи; поrрешность и сходимость

1. О задаче интерполирования. Под аппроксимацией
в математике понимается операция нахождения неизве-
стных численных значений какой либовеличины по изве-
стным ее значениям и, может быть, численным значе-

ниям друrих величин, связанных с рассматриваемоЙ. За-
дачи TaKoro рода возникают во мноrих разделах науки
и ее приложениЙ, и проблема аппроксимации поэтому
является мноrосторонней.

В этой rлаве будет изложен частный вопрос TaKoro

рода задача об интерполировании значений функции.
В виде, достаточно общем для мноrих случаев, она

может быть сформулирована следующим образом. Пусть
в ko точках XOI, ..., XOk. известны значения некоторой
функции: f (ХOI)' ..., f (XOk.); в k 1 точках Xll"'" Ха.
известны значения первоЙ производной от нее:

f' (XI1)' ..., f' (Xlk 1) и, наконец, в km точках Хтl' ..., Xmkm
и звестны значения ее m Йпроизводной: f(m) (Хтl), ...

..., f(m) (Xmkm)'
Точки Xij (i == 1, ..., т; j == 1, ,.., ki ) называются

узлами интерполирования, а совокупность пар чисел

[Xij, f(i) (Xij)] исходными данными интерполирования.
Общее число исходных данных ko + kl.:t. ... +km обо-
значим через п.

Пусть значение Х отлично от узлов Хо; (j == 1, ....

. .
.,

ko), rде известны значения f. Нужно, пользуясь ис-

ходными Данными, найти значение f (х) *).

",

*) Подобная задача может быть поставлена относительно Ha 
хождения значения производной любоrо порядка f(i) или друrих
велнчин, связанных с f.
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Если не делать относительно f дополнительных пред 

положений, то такая задача является неопределенной, и

в качестве '(Х) может быть взято любое число. Это ста-

новится особенно очевидным, если рассмотреть reoMeT 

рическое значение задачи. Для пояснения существа BO 

проса достаточно взять простейший частный случай,
коrда интерполирование '(Х) выполняется по значениям

только функции '. Этот tlастный случай и будет по пре-

имуществу рассматриваться в дальнейшем.
.

Допустим, что в n узлах Х1, Х2, ..., Хn даны значения

функции '(Хl), H ),..., '(Хn). Если в плоскости взять

декартову систему координат, то rеометрически это бу-
дет означать задание в плоскости n точек A1i с коорди 

натами [Xi, f (Xi)]
.

(i === 1, "" n). Будем считать, что

функция f рассматривается на некотором отрезке {а, Ь].
[рафиком ее будет множество точек [Х, '(Х)], хе{а, Ь].
Если f есть непрерывная функция, то такое множество

будет некоторой линией над [а, Ь]. Она проходит

через точки A1i ; в остальном эта линия произвольна,
и .ее ордината '(Х) в точке с абсциссой Х может быть

любой.

Для интерполирования мы должны указать правило,
позволяющее по Xi и f(Xi) вычислить значение '(Х) точно

или приближенно. Пусть избрано какое-либо правило, и

ero применение дало для f (х) приближенное значение у.

В поrрешности интерполирования 8 == f (х), у величина

у зависит от исходных данных, в частности от числа n

узлов Xi и ОТ их расположения, от избранноrо правила
интерполирования. Всеми указанными фактами (числом
узлов Xi, их расположением и выбором правила вычис-

ления у) в большинстве случаев можно распорядиться.
Для краткости назовем их «парамеТР2lМИ» интерполиро-
вания.

При действительном построении формул интерполи-
рования эту задачу видоизменяют. Так как нецелесооб-

разно строить формулы для каждой функции в отдельно-

сти, так же как и для очень узких классов сходных функ-

ций, ТО строят формулы интерполирО'Вмшя, которые

'MorYT дать хорошие по точности результаты в некоторых
достаточно широких классах функций " и стараются из-

брать эти классы так, чтобы каждый класс содержал
в себе все практически важные функции с некоторыми
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общими для них свойствами. Более подробно об этом бу 
дет сказано НИЖе.

Пусть рассматривается некоторый класс F функций
f, заданных на отрезке [а, Ь]. Для интерполирования f
обычно выбирают семейство Ф функций 'р, более Про 
стых, чем f, и достаточно леrко вычисляемых; затем

среди функций Ip избирают ту, которая имеет такие же

исходные данные интерполирования *), что и f, т. е. для

которой выполняются равенства Ip(Xi) f(Xi) (i 1,
2, ..., k). После этоrо приближенно полаrают f (Х)

'Р(Х) при всех Х из [а, Ь] или при заданном одном зна 

чении Х, в зависимости от поставленной цели.
СемеЙство Ф обычно берут в форме линейной комби 

нации каких либопростейших функций с таким расчетом,
чтобы число их равнялось числу исходных данных интер 
полирования.

Рассмотрим последовательность функций (J)i (i 1,
2, ... ), определенных на отрезке [а, Ь] и линейно неза-

висимых там **). Возьмем п первых функций Wi и обра-
зуем линейную комбинацию

Sn == а1Ш! + а2Ш2 + ... + апюп. (1)
Здесь а; произвольные постоянные коэффициенты. Их

выберем так, чтобы выполнялись условия Sn (Xi) f (Xi)
(i == 1, 2, ..., п). Это дает для ai систему n линейных

уравнений

аlШl (Xi) + а2Ш2 (Xi) + ... + апЮп (Xi) == f (Хд (2)
(i == 1, 2, ..., п).

Решая ее относительно ai и подставляя найденные зна 

чения в (1), получим линейную комбинацию Sn, интер-
полирующую функцию f по предписанным исходныУ.!
данным.

Укажем на условия, которым должен быть подчинен
выбор «координатных» функций Wi, положенных в осно-
вание интерполирования.

*) Предполаrается, что такой выбор возможен для каждой
функции f и является единственным.

.

**) Функции бесконечиой ПОСJIедовательности называются ли-
нейно независи.ИЫМИ, если взятые в любом конечном числе они ока-.
зываются линейно ие3ависимыми,
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Чтобы система (2) имела единственное решение,

нужно, чтобы ее определитель

(01 (хд (02 (хд ... (оп (Хl)

)
(01 (Х2) (02 (Х2) ... (оп (Х2)

Dn == Dn (Х1' .. ., Хn
==

............. (3)
(01 (хn ) (02 (хn) ... (ОП (хn)

был отличен от нуля:

Dn (Х1' ..., Хn) =#= О. (4)

Левая часть Hej1aBeHcTBa зависит от Xi (i == 1, .... n)'.
и функции <Oi приtlято выбирать так, чтобы неравенство

(4) выполнялось при всяких XI, ...,
Хп , лежащих на

[а, Ь] и различных между собой. Последнее равносильно

тому, что интерполирование f при помощи линейной ком-

бинации Sn возможно и единственно при любом выборе
узлов Xi (i == 1, ..., n) на [а, Ь], лишь бы они были не-

совпадающими.

Систему функций <Oi (i == 1, ..., n), дЛЯ КОТОРОЙ: вы-

полняется условие (4) при любых различных Xi Е [а, Ь],
называют системой Чебышева на {а, Ь].

Число n исходных данных интерполирования может

быть произвольным. Поэтому можно сформулировать
первое условие, которому должен быть подчинен выбор
функций <Oi: при всяких значениях n == 1, 2, ... функции
<Oi (i == 1, ..., n) должны составлять систему Чебышева

на отреЗКе {а, Ь].
Второе условие связано с понятием полноты. Семей-

ство линейных комбинаций (1) называется полным в

классе F функций f, если для всякой функции f Е F илю-

боrо Е > О существует такое n и такие коэффициенты
01, ..., ап, что при всяких Х Е {а, Ь] выполняется нера-
венство

I f (х) SN (Х) I < в. (5)

Если семейство Sn не обладает этим свойством, то не-

возможно рассчитывать на то, чтобы с помощью комби-

наций Sk можно было выполнить сколь уrодно точное ин-

терполирование всех функций f. в этом случае следует

признать систему функций <Oi (i == 1, 2, ... ) неудачно)
выбранной и неблаrоприятной для интерполирования.

Условие, которому необходимо подчинить выбор функ-
ций <Oi, является следующим: система функций <Oi (i == 1,
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:2;. ...) должна быть такой, чтобы соответствующее ей
се.мейСТ80 линейных комбинаций (1) было полным в

классе F функций " подлежащих интерполированию.
Попутно отметим, что выполнение условия полноты

еще не rарантирует ВОЗможность сколь уrодно ТОчноrо

интерполирования '. Это становится ясным из Toro, что
полнота семейства Sn В F дает возможность сколь уrодно
точноrо приближения f посредством Sn, коrда на выбор
Sn не налаrается никакоrо оrраничения. В проблеме же

интерполирования выбор Sn, даже если считать n про 
извольным числом, является cTporo реrламентирован-
ным: Sn определяется выбором узлов Xi (i === 1, ..., п)
и условиями совпадения значений sn (Xi) И f (Xi). Вопрос
О возможности сколь уrодно точноrо приближения f при
таком оrраничении в построении Sn остается открытым
и подлежит исследованию для каждоrо KOHKpeTHOrO ин-

терполяционноrо процесса.
Приведем примеры выбора систем функций O)i.
1. И н т е р п о л и р о в а н и е с п о м о Щ ь ю а л r е б-

раических мноrочленов. Положим 0)1===1,
0)2(Х) ===Х, ..., О)n(Х) ===xn l,... Линейная комбинация
Su будет мноrочленом степени n 1 от Х:

Sn(Х)===Рn l(х)==аl+ЩХ+... +anxn l.

Система уравнений (2), из которой должны быть най-

дены коэффициенты ai, здесь имеет вид

Pn 1(xi ) == а
l + a

2
x

i + ... + anX7 1=== f(xi )
(i == 1, 2, ..., п).

Ее определитель является определителем Вандермонда

1 Х I

Dn(xl , "" Хn) ==
1 Х2

n 1Х I

xn 12

Х
N

... x  1

Он отличен от нуля при всяких различных Между собой
значениях Xi, и интерполирование функции f по ее зна-

чениям в узлах Xi с помощью мноrочлена Pn 1(х) всеrда
RОЗМОЖНО и единственно.
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В курсах математическоrо анализа доказывается Teo 

рема *) Вейерштрасса: если функция f непрерывна на ко-

нечном замкнутом отрезке (а, Ь], то для вСЯКО20 8> О

существует МНО20член Рт некоторой степени т, для ко-

ТОр020 при любых х Е [а, Ь] выполняется неравенство

I f(x) Рm(Х) I < 8.

Иначе rОБОрЯ, для лю6020 конеЧНО20 заМКНУТО20 от-

резка семейство аЛ2е6раических МНО20членов является

полным в классе неnрер6tвных на этом отрезке функций.
Этот факт позволяет ожидать, что при надлежащем

выборе узлов Xi И их числа n непрерывную на [а, Ь]
функцию можно на этом отрезке интерполировать сколь

уrодно точно при помощи алrебраическоro мноrочлена.

В какой мере это ожидание оправдывается, будет выяс-

нено в параrрафе, посвященном проблеме сходимости

интерполяционных процессов. Изложенные соображения
относятся к интерполированию функций на любых ко-

нечных отрезках, моrущих иметь сколь уrодно большую
длину. Вероятно, следует отметить более частный слу-

чай, встречающийся в практике, коrда интерполирование
вьiполняется на отрезках малой длины. Если функция

имеет производные достаточно высоких порядков, то по

своему поведению на малом участке она мало отли-

чается от алrебраическоrо мноrочлена, что сразу же вид-

но из Toro, что она там представима по формуле Тейлора
с малым остаточным членом. Поэтому интерполирова-
ние ее алrебраическим мноrочленом должно дать хоро-

шую точность, если взять достаточно большое число уз-

лов ,вблизи точки интерполирования х.

П. И н т е р п о л и р о в а н и е пер и о Д и ч е с к их

Ф у н к Ц и й т р и r о н о м е т р и ч е с к и м и м н о r о ч л е-

н а м и. Рассмотрим периодические функции периода 2л.

Для их 'интерполирования естественно воспользоваться не

алrебраическими, а триrонометрическими мноrочленами

n

тn(х) ==ао+ L (ajcosjx+ bjsinjx).
j 1

тn (х) содержит 2n:-+: 1 произвольных коэффициентов:

*) См., например, Л. Д. к у д р я в Ц е в, Математический aHa 

лиз, т. П, стр. 262, изд-во «Высшая школа», М., 1970,
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в соответствии с этим предположим, что для функции f
известны ее значения в 2п  +:1 узлах

о ХI < Х2 < t" < X2n+1 2л.

Коэффициенты мноrочлена должны быть определены из

условий

Тn(Хр)==Нхр) (p==l. 2, 000, 2п+ 1), (7)

дающих систему 2п + 1 уравнений относительно aj и bj.

Можно просто убедиться в том, что эта система имеет

единственное решение. Заменим переменную х, положив

z == eix
. Если воспользоваться формулами Эйлера, KOTO 

рые в переменной z будут иметь вид cos jx == ; (zl + z 1),

siп jx == ;i (zJ z J), то для Тn (х) получится следующее

выражение через z:

тn (х) == z n(Со + CIZ + ... + C2nZ2n) == Z nP2n(z).

Поэтому интерполирование НХ) триrонометрическим
мноrочленом Тn (х) равносильно интерполированию
znf (х) алrебраИЧёСКИМ мноrочленом Р2n (z) по узлам

ix

Zp == е Р(р == 1, 2, .... 2п + 1). Так как ввиду HepaBeH 
ства (6) все zp различны между собой, последнее интер 
полирование, как доказано в первом примере, всеrда
возможно и единственно, и система (7) должна иметь

решение и притом только одно.

В учебных книrах по математическому анализу ДOKa 
зьшается *), что семейство трuеонометрuческuх MHOeo 

членов тn (х) является полным в классе непрерывных

2л перuодическuхфункциЙ. Поэтому можно предпола 

raTb, что триrонометрическое интерполирование при Haд 
лежащем выборе узлов должно в ШI1РОКОМ классе слу 

чаев позволить достаточно точно интерполировать не-

прерывные периодические функции.
Сделаем еще одно дополнительное замечание. Выше

rоворилось о том случае, коrда для интерполирования

используется семейство функций вида (1), содержащее

*) См. сноску на стр. 26.

27

(6)
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численные параметры ai линейно. Такой выбор семеЙ 
ства оправдывается двумя обстоятельствами: во первых,
тем, что постоянные ai определяются из простейшей ли-

нейной системы уравнений (2), и, во-вторых, тем, что

правила интерполирования, полученные этим путем,

позволяют производить вычисления в очень большом

числе случаев с достаточно высокой точностью и при не-

большой затрате выислительноrоo труда.
На практике значительно реже применяется интерпо-

лирование при помощи семейства функций, содержащих
численные параметры нелинейно. Теория TaKoro интерпо-

лирования почти не развивалась, и мы в книrе на нем

сейчас не будем останавливаться. С одним из ero видов

мы встретимся во второй части книrи в rлаве об улуч-
шении сходимости рядов и последовательностей.

2. Поrрешность интерполирования и сходимость ин-

терполяционноrо . процесса. Пусть интерполирование
функции f выполнено при ПЩ'40ЩИ линейной комбинации

(1). ПосреШflОСТЬЮ UflтерnолuроваflUЯ называют раз-

ность f(x)  sn(x)=== Rn(x). Эта величина, как указы-
валось выше, зависит от мноrих факторов от свойств

f, от всех параметров интерполирования, от положения

точки интерполирования х; поэтому изучение Rn(x) яв 

ляется сложной задачей. Остановим внимание на неко-

торых ее аспектах. Начнем с проблемы оценки поrреш-

ности. Здесь прежде Bcero следует определить выбор
численной меры т(Rn) поrрешности. Если точка интер 

полирования х зафиксирована, то естественная числен 

ная мера поrрешности определяется единственным обра-
зом: р (8n) === 1 Rn (х) 1. Если же интерполирование вы-

полняется всюду на отрезке [а, Ь], то выбор численной

меры р (8n) может быть сделан мноrими способами.

Коrда рассматривается задача о равномерном интерпо-

.rщровании f на [а, Ь], то за меру приближения прини-
мают величину

р (8п) ===. supl Rn (х) 1.
х !f

;(J

Если интерполирование выполняется на некотором ОТ-.

резке {а,  ],содерЖащемся в [а, Ь], и представляет инте-

рес средняя квадратичная поrрешность интерполирова-
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ния, то меру поrрешности определяют равенством

р2 (Rn) === [1 (х) Sn (х)]2 dx.
а

MorYT быть выбраны друrие меры т (Rn) в зависимости

от задачи. Ниже для частных случаев будут приведепы
представления поrрешности, которые дают возможность
(по крайней мере теоретическую) вычислять значения

поrрешностей, находить их меру или получать оценку ее
с той Или иной степенью тОЧности.

Величина поrрешности Rn зависит, очевидно, от

свойств функции 1 и от Toro, насколько с ними соrлас() 

ваны свойства линейной комбинации Sn. Поясним эту
мысль на частном riримере. Пусть выполняется Интер 
полирование 1 при помощи алrебраинескоrо мноrочлена

Pn 1(х) степени n  l.Мноrочлен изменяется очень

плавно, и если функция 1 будет иметь особенности (на-
пример, если ее ПРОИЗВОДные невысоких порядков будут
обращаться в бесконечность), то трудно ожидать, чтобы
ее интерполирование мноrочленом Рn 1имело хорошую
точность, Наоборот, если 1 имеет высокий порядок диф-
ференцируемости иЛи если 1 есть аналитическая функ-
ция и ее особые точки, нарушающие плавность измене 
ния 1, отстоят далеко от отрезка интерполирования [а, Ь],
то можно ожидать малую поrрешность при интерполи 
ровании.

Коrда оценивают меру Поrрешности, то это делают не

для каКОй либоиндивидуально взятой функции, а полу-
чают оценку для класса функций, имеющих общими He 

которые свойства. Представляют интерес как оценки по-

rрешностей для широких классов функций (они исполь-

зуются, например, для выяснения условий сходимости
интерполирования и установления порядка малости по.

rрешности), так и оценки для узких специализированных
классов функций, которые обладают мноrими общими
Свойствами (такие оценки MorYT быть Полезны при ре-
шении специальных задач, например при определении
числа верных знаков в полученном приближении ИЛи для

определения числа узлов, необходимых для получения
нужной точности интерполир6вания). Сформулируем
еще одну. постановку проблемы сходимости. Будем
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считать, что функции ())i, лежащие в основе интерпоJtиро 

вания, выбраны и фиксированы. Допустим, что интерпЬ 

лирование f выполняется во всех точках отрезка [а, М,

принадлежащеrо [а, Ь] *). Предположим, что число узлов

п неоrраниченно возрастает. Мы должны указать также,

как при этом будет изменяться расположение узлов. До-

пустим, что дана следующая бесконечная треуrольная

таблица узлов:
I

Х!

XI, X 

X l
. . . (8)

X'i,X ,..., X 

устроенная так, что на п Mшаrе процесса интерполиро.

вание вып.тIняетсяя по п узлам, указанным в строке но-

мера п. Вопрос о сходимости интерполирования иссле-

дуется не для отдельно взятой функции, а для классов

функций с некоторыми общими свойствами. Пусть дан

класс F функций {, и нужно выяснить, при каких усло 

виях будет иметь место сходимость интерполирования
в принятой мере поrрешности, т. е. коrда будет

р (вп) === plf (х) sn(X)] О (9)

при {ЕР, ХЕ[а,  ]и п oo.
В сформулированной проблеме приходится иметь

дело со следующими факторами: 1) область задания

[а, Ь] функций {, 2) область (а;,  ]интеР110лирования,

3) множество F функций {, 4) таблица уз.JIОВ Х интерпо-

лирования и 5) мера т ( n) поrрешности; нужно выяс.

нить, как они должны быть связаны междv собой, чтобы

имела место сходимость (9). Некоторые результаты бу-

дут указаны в 7, посвященном задаче сходимости.

2. Конечные разности и разностные отношения

1. Конечные разности. Они являются рабочим аппа-

ратом при изучении функций, заданных таблицей ЗН<1"

чений в равноотстоящих точках, и применяются в вы-

числениях с такими функциями.

*) Не исключается случай, KorAa [а, Р] может выродиться в

одну точку.
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Предположим, что для равноотстоящих значений ap 
rYMema Xk ==ХО + kh (k == о, 1, 2, ... ) известны COOТ'BeT 

ствующие им значения функции: Yk == f (Хо + kh). l(онеч 
ными разностями первоео порядка называются величины

!!J.Yo == УI Уо, !!J.YI == У2 YI, ..., !!J.Yk === Yk+1 Yk' ".

Разности второео порядка определяются равенствами

!!J.2yo == !!J.Yl !!J.Yo, !!J.2YI === !!J.Y2 !!J.Y1' ...

. . ., A2Yk === !!J.Yk+1 AYk' ...

и т. д. Разности порядка п + 1 определяются через раз-
ности порядка п следующим образом:

Аn+1 Аn Аn
Ll Yk ===

Ll Yk+1 Ll Yk (k ==0, 1, 2, . ..).

Леrко может быть найдено выражение разности лю 
боrо порядка через значения функции:

!!J.Yo === УI Уо,

А2уо === АУI Ауо === (У2 У1) (У1 Уо) === У2 2У1 + Уо.

Продолжая вычисления и выполняя ИНдукцию, убедимся,
что верно равенство

!!J.nYo === Уn I Yп 1+ n(n2 1) Yn 2+ ... + ( I)nУо. (1)

Введем оператор Е увеличения aprYMeHTa на шаr
h, определив ero и ero степени равенствами Ef(x) ===

=== f(x + h), Eтf(x) === f(x + mh). Заметив, что EYk ===

=== Yk+l, EтYk '=== УМт, можно равенство (1) записать
в краткой условной форме:

!!J.nYo === (Е l)n Уо. (2)

Столь же просто можно получить выражения для
значения функции Уп любоrо HOM paп через начальное
значение Уо и значения конечных разностей !!J.kyo (k == о,
1, .,., п), относящихся К начальной точке хо. Из !!J.Yo ==
=== У1 Уо следует УI == Уо'+ ДУО. Далее У2 === УI + f).Y1 ==

С'::: (Уо + :ДУо) .+. (ilyo + f).2yO) === уо + 2f).yo * f).2yo, rt'J При
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ПОМОЩИ несложно проводимой индукции доказывается,

что

+
n л +

n(n l)л2 + + ().nУn == Уа 1ТLlУО 21
Ll Уа . ., Уо ==

== (1 + ().)N Уо. (3)

В конце следующеrо пункта будут приведены HeKO 

торые сведения о порядках малости конечных разностей.

2. Разностные отношения и связь их с конечными

разностями. Разностные отношения, которые называют

также «разделенными разностями» функции, приме-
няются в вычислениях и для изучения функций в том

случае, коrда последние задаются на произвольной си-

стеме значений aprYMeHTa.

Предположим, что для любых, но различных между

собой значений aprYMeHTa Хо, XI, Х2, ... даны значения

функции f(xo), f(X1), f(X2), ... Разностными отношения-

Л1И первО20 порядка называются величины

f (Х х)
f (Хl) f (хо)

f (х х)
F (Х2) f(Xl)

о, 1
Хl ХО .'

1, 2
Х2 Хl

,. . .

Они имеют смысл средних скоростей изменения функции
f на отрезках (хо, Х1), (Х1, Х2), ... По ним составляются

разностные отношения вТОрО20 порядка

f ( )
f (XI, Х2) f (Хо, Хl)

хо, Х1' Х2 ==

Х Х

'

2 О

f ( )
f (Х2, Х3) f (Xl, Х2)

Х1' Х2, хз ==

X3 Xl
'

Разностные отношения любоrо порядка п + 1 (п === 1,

2, ... ) определяются при ПОМОЩИ разностных 01'ноше 

ний предыдущеrо порядка п по формуле

f ( )
f (Xl, Х2, ..., Xn+l) f (Хо, Xl, ..., Хn)

ХО, хl, ..., хn , Хn +1
.

хn+l ХО

MorYT быть получены простые выражения разностных
отношений всех порядков через значения функции. Дей 

ствительно, по определению разностноrо отношения пер-

Boro порядка

f (х , х ) ==
f (хо)

+
f (Хl)

.

о 1
ХО 1'1 1'1 1'0
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Поэтому для разностноrо отношения BToporo порядка по 

лучим

1
f (хо, хl' х2) ===

'х {f (Х1' Х2) f (Хо, XI)} ==

Х2 а

1

{ f(Xl)
+

'(Х2) '(Ха) f(хд
}Х2 Хо Хl Х2 )(2 Хl Хо Х1 Х1 Хо

f (Хо)
+

f (Хд
+

f (Х2)
(Хо Xl) (хо Х2) (Х1 Хо) (Х1 Х2) (Х2 Хо) (Х2 Xl)

.

Выполнив несложную индукцию, можно показать, что

при всяком п верно равенство

f (хо, хl , ..., Хn) ==

 , f (xz)С==

f:'o (х! Хо) ... (х! xi l)(х! xi+1) .,. (х! Х
n)

!:::::%

 ,f (xz)
П
N

===

f:'o (о' (xi )
, (U (х) s:::=

J O

(х Xj). (4)

Если в последней части этих равенств переставить какие..
.rrибо два узла, напримеРХk и Xz, то это равносильно
тому, что поменяются местами слаrаемые, отвечающие
значениям i === k и i === 1; сумма же при этом не изме 

нится, Так как всякая перестановка узлов может быть
получена в результате перестановок пар узлов, то

f (хо, Х1, ..., хп ) не будет изменяться при любой переста-
новке узлов Xi (i==O, 1, ..., п). Это позволяет утверждать,
что разНостное отношение f (Хо, XI, ..., Хп ) является сим 

метрической функцией узлов Ха, XI, ..., Хп .

Приведенные ниже две теоремы устанавливают связь

между разностными отношениями и производными.
Т е о р е м а 1. Пусть узлы ХО, XI, ..., Хп лежат на OT 

резке {а, Ь] и функция f имеет на этом отрезке Heпpepыв 
ную производную порядка п. Верно следующее pa 
венство, дающее выражение разностноео отношения
f(xo, Хl,..., Хп ) через производную порядка п от f:
f(xo, Хl, . ,

.,
Хп) ===

r
t

1 t

nf1 [
n

]===

J
dt l dt2 . ..

J dtnf(n) хо + I ti (х! Xi !), (5)
о о о i 1

2 в. И. Крылов и др., т, 1
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Так как aprYMeHT производной f<n)(x)', стоящей ПОД зна-

ком интеrралов, можно представить в форме

х (1 ....... [ 1) хо + (tl
.... [2) ХI + ... + (tn 1....... tn) Xn 1+ [nXn 

(1 tl ) Хо + (t1
.... t

2) Х1 + ... + (tn 1 t
n) Xn 1+ tnxn

{l tд + (tl
t
2) + ... + (tn 1 t

n) + t
n,

а область интеrрирования определяется неравенствами
О [n ::::;; tn l::::;; ...::::;; [l ::::;; 1, то х есть среднее взве-

шенное значение, составленное из Xi ,и z:= О, 1. .... fI.)
с неотрицательнымй весами. Поэтому х принадлежит 6т-

резку [а, Ь], и интеrрал в (5) имеет смысл.

Оrраничимся проверкой р.авенства (5)' для п 1и

n =- 2. При n ..... 1 интеrрал (5) вычисляется просто!

1 I

r dt f' [хо + t (Х1
....... хо)] I

1
f [хо + t (ХI ....... ;0)] ==

J х, хо
О о

f (Xl) f (Хо)
....... f (х Х )== .......

О, 1,
x, Xo

П равенство '(5)' йерно.
",
 .'.

, Для n === 2, если «начала 1!ЫПО.11ПИtъ uнтеrрироваНИ6
{1O t2, а затем по t1r получим
1 11

dtl dtzf" [хо + t1 (хl ..... хо) + [2 (х2...... x l )]
о о

1 t!

==
r dtl I

1
f' [хо + {1 (ХI ..... хо) + [2 (х2....... Х1)] :=!

J Х2 Х,
О о

1 { r
dM'[xo+fl (х2.......хО)].......

r
dtIf'[xo+f1 (х1.......хО)] } ::::::

Х2 Х, ) )
о о

f (Хо, Х2) f (Х" хо)
f ( ) f ( )Хн ХО, Х2 Хо. XI, Х2.

Х2  X,

И paBe CTBO'(5)' также верно.
Более простую, но менее точную связь между вМичи-

нами f (Хо, XI, ..., Хn) и {<n) (х) дает

т () о р е м а 2. Если узлы Хо; Хl, ..., Хn nринадлежа'l'
отрезку {а, Ь] и f имеет на [а, Ь] непреl!..ЫБНУЮ прриЭбод..

J
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ную порядка п, то на [а, Ь] существует такая точка G, для
которой верно ра6е.нство

I
f (хо, Xj, ..., Хn) ===

nr f<n) ( ). (6)

(Недостатком (6) является то обстоятельство, что тео-

рема не сообщает никаких сведений о положении точки

G на [а, Ь] и утверждает лишь существование такой
точки. )

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно применить к интеr-

pa.!JY (5) теорему о среднем значении: он равен произве-
.цению значения интеrрируемой функции внекоторой
точке области интеrрирования на величину объема об 
ласти.

Выше было отмечено, что для любых ti из области
О tn ... t 1 1 aprYMeHT f(n) В интеrрале принад"
лежит отрезку [а, Ь]. Обозначим ero значение в указан 
ной выше точке буквой G, так что значение интеrрируе.
мой функции в этой точке будет f(n) (G). Величина же

объема области численно равна интеrралу по области
от единицы и просто вычисляется:

1 t! tn l

dt 1 dt2 ... dtn === *.
о о о

Поэтому ПР1:Iменение теоремы о среднем значении к ин..

теrралу (5) приводит к (6).
Отметим одно простое следствие, вытекающее из (5) 

или (6). Пусть f есть мноrочлен степени п: f (х) == аохn +:
:+ alXn 1+ ... Производная от Hero порядка п является

постоянной величиной: f(n)(x) === п! ао, и равенства (5) и

(6) для разностноrо отношения порядка п дадут значе 

иие

1
f (хо, Xj, ..., хn) ===,... п! ао === ао.

n.

Заметим также, что все разностные отношения порядков
п + 1, п + 2, ... будут равны нулю, и изложенное позво"

ляет высказать приводимое ниже утверждение. Если f.
есть мноrочлен степени п от х, то ero разностное отно.

шение ПОрЯДКа п не зависит от положения узлов и равно

коэффициенту при наивысшей степени п; разностные же
отношения порядка выше п будут все равны нулю.

 .
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Приведем еще выражение любоrо значения f(xn)
функции через начальное значение f (Хо) и разностные
отношения f(xo, х]), f(xo, Х1, Х2). ... для начальной

точки хо. Можно показать, что при всяком п == 1, 2, ...

имеет место равенство

f (хп) == f (хо) + (хп хо) f (хо, Х1) +

+ (хп хо) (Хп Хl) f (Ха. Х1, Х2) + ...

. . . + (Хп хо) .. . (Хп Xn l)f (Хо, Хl, .,.. хп). (7)

Доказательство может быть получено с помощью He 

сложной индукции и ввиду простоты вопроса мы orpa 
ничимся проверкой равенства для п == 1 и п == 2. По оп 

ределению разностноrо отношения первоrо порядка

f (Хо. Х1) ==
Х\ Хо

[f (Xl) f (Хо)], откуда f (Х1) == f(xo) +:

н-- (ХI ХоН(Хо, Х1), что доказывает правильность (7)
для п == 1. На основании Э1'оrо и на основании опреде,'1е-
ния f (Хо, Х1, Х2) можно написать:

f (Х2) == f (Х1) + (Х2 XI) f (Х1' Х2) ==

== [f (Хо) + (ХI Хо) f (Хо, Хд] +

+ (Х2 Х1) [f (Хо. Хl) + (Х2 Хо) f (Хо. Хl. Х2)] ==

== f (Хо) + (Х1 Хо) f (Хо. Хl) +

+ (Х2 Хо) (Х2 Хl) f (Хо, Хl. Х2)'

Из этоrо результата следует, что равенство (7) верно

для п == 2.

Коrда значения aprYMeHTa х являются равноотстоя-

щими, то разностные отношения должны быть связаны

с конечными разностями. Пусть Xk == Хо + kh (k == О.

1,...) и известны значения f(Xk) ==f(xo+kh) ==Yk.

Тоrда

f ( ) f ( + h)
f (хо + h) f (хо) /';Уо

Ха. Хl == Хо. Хо ==

Хо + h Хо ==1Тh'

Для разностноrо отношения BToporo порядка

f (Хо. Х]. Х2) == f (Хо. Хо + h. хо + 2h) ==

== J (XI, Х2) f (Хо, XI) (
/';УI /';Уо

)
/';2уо

X.2 Xo 2h l!h llh 21h2



31 АлrЕВРАИЧЕСI\ОЕ ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ ФУНК:ЦИй 37

и Т. д. При любом n === 1, 2, ... будет

jl,.nуоf (Хо, Хо + h, ..., Хо + nh) ==

hn ,
. (8)п.

Отсюда и из равенств (5) и (6) сразу же получается
представление конечной разности через производную по 

рядка n от f, которое мы сформулируем в виде теоремы.
т е о р е м а 3. Если функция f имеет непрерывную

производную порядка п на отрезке [Хо, Хо + nh], то для

д.nУо верно представление
I t 1 tn l

(
N

)д.nУо == hnn! dt1 dt2 . .. dtnf(n) Хо + h L t. .

о о о i 1

(9)

Кроме тоео, на отрезке [Хо, Хо + nh] существует точка

такая, что для д.nУо верно равенство

д.nУо === hnf(nJ (5). (10)

Обе приведенные формулы делают очевидны;\<! заклю-
чение о малости конечной разности при малом шаrе h и
позволяют сказать, что если шаr h есть бесконечно Ma 
лая величина, то д.nУо есть величина бесконечно Малая
порядка п сравнительно с h, коrда fCn) (хи ) =1= О, и есть

бесконечно малая величина порядка выше п, коrда

{сп) (Хо) == О,

3. Алrебраическое интерполирование функций

В этом и в ближайших следующих параrрафах будет
рассматриваться задача интерполирования функции по

нескольким ее значениям при помощи алrебраическоrо
мноrочлена. Сначала будут получены необходимые пред 
ставления интерполирующеrо мноrочлена и поrреш 
ности интерполирования при произвольно расположен-
НЫх узлах.

1. Некоторые представления интерполирующеrо мно-
rОчлена. Пусть на отрезке [а, Ь] рассматривается функ-
ция f, и пусть известны ее значения в п + 1 различных
узлах Хо, XI, .." Хn , принадлежащих [а, Ь]. Эти значения
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мы будем считать любыми конечными. Возьмем MHoro-

ч,тrен степени п:

Рп (х) == аох
п + alxn 1+ ... + ап , (1)

и ero коэффициенты ak (k == О, 1, ..., п) выберем так,

чтобы вьшолнялись условия совпадения значений f и Рn

В узлах Х; (i == О, 1, ..., п):

Pn(xi)==f(Xi) (i==O, 1, ..., п). (2)

Такие равенства дают систему n:t="l линейных уравне-
ний для нахождения коэффициентов ak.

В 1 п. 1 мы обращали внимание на то, что опреде-'

литель системы (2) отличен от нуля, и система имеет

единственное решение при любых значенияхправых ча-

стей f(x;) (i ==0, 1, ..., п). Если ak найти из системы

(2) и подставить их значения в (1), получим явное вы-

ражение для Рn (х). Последнее можно просто выписать

без решения системы. Присоединим равенство (1) к си-

стеме (2) и запишем полученную новую систему в виде

 Pn(x)+aOxn+alxn 1+ ... +ап==О,

f (хо) + aox + a1x  1+ ... + а
п
== О,

... ................

f (хп) + aox + a1x  1+ ... + а
п
== О.

Ее можно ра сматриватькак однородную  истемуотно-

сительно п + 1 неизвестных  1,ао, а1, .." аn ,
и так

как они образуют ненулевое решение системы, то опреде-

литель системы должен быть равен нулю:

Рп (х) х
п .xп 1.н 1

f ( )
п п I 1хо хо хо ...

== О.
. . . . . . . . . . .

f ( )
п п I 1Х

п
Х
п

Х
п

...

Если первый столбец рассматривать как сумму двух

столбцов: одноrо с элементами [Рn(Х), О, .Н' О], а ВТО-

poro cэлементами {О, f(xo), .н, f(xn )], И воспользо-

ваться известной ИЗ курсов линейной алrебры теоремой
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о сложении определителей, то получится приводимс.:
ниже выражение для Рп (Х):

1
Pn(x) \\7 (Ха, XI, "', Хn)

о х
n xn. 1

f (хо) ХN. п 1
О ХО

. . .

W(Xa, Х], ...,

f(xn) X x  1
n n. 1

1 IХа Ха' ..,

хn) == ...,.... .

п n. 1
1 IХ

п
Х
п ...

Оно редко применяется в приложениях, так как требует
вычисления определителей. Укажем два друrих выраже-
ния Рп (х), свободных от TaKoro недостатка.

Из системы (2) видно, что коэффициенты ak будут
линейно зависеть от значений f (Xi) (i == О, 1, ..., п).
Поэтому и мноrочлен Рп (х) линейно зависит от величин

f (Xi) и представим, следовательно, в форме
п

Рn(Х) == L li (ХН (Xi)'
i O

(4)

Такое выражение для Рп можно получить, например,
если разложить определитель в (3) по элементам пер 
Boro стодбца. Но коэффициенты li (х) можно найти, не

выполняя операции разложения, а используя простые
алrебраические соображения. Рассмотрим lk (х). Он бу-
дет совпадать с Рп (х), как следует из (4), если функция
f(x), а стало быть, и мноrочлен Рп(х) будут обладать
следующими свойствами:

Pn(XJ==f(Xi)==O (i=l=k) и Pn(Xk)==f(xk)==l.
Таким образом, можно сказать, что lk (х) есть мноrочлен
степени п, для KOToporo все узлы Xi (i == 1, ..., п;
i =1= k) являются корнями. Отметим, что все эти корни
должны быть однократными, так как их число птакое

Же, как степень мноrочлена.
Если известны корни мноrочлена и их кратности,

можно записать разложение мноrочлена на МНОЖите,1JЩ

lk (х) == Ck (х ХО) ',. (х Xk l)(х ХН1) .. . (х Хn).
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Постоянный множитель Ck может быть определен из ус-

ловия lk(xk) == 1, что дает Ck==[(Xk XO),.. (Xk' 
Xk l)(Xk Xk+1) ... (Xk хnн,,,I

и, следовательно,

lk (х) ==
(х Хо) ... (х Xk I)(X Х

Н1 ) .., (х Х
n)

)(Xk XO)'.. (Xk Xk I)(Xk XHl)..0 (xk xn

Введем мноrочлен степени n'+ 1, положив (i) (х) == (х
Хо) (х XI) ... (х Хn ). Он связан с расположением

всех узлов интерполирования, которые для Hero являют-

ся корнями первой кратности. При помощи (i) (х) MHoro-

член lk (х) записывается в виде

1 ( )
00 (х)

k Х ==

(х X
k ) 00' (Xk)

,

и представление (4) интерполирующеrо мноrОЧ.'Iена

Рn (х) будет следующим:
п п

Рn (Х) ==  ol!? (х) f (Xk) ==

 o(х :k xl,(xk) f (Xk)' (5)

Это равенство называют формулой Лаzpанжа для ин.

терполирующеrо мноrочлена Рn, а множители lk (х) на-

зывают ласранжевblми мносочленами влияния соответ-

ствующих узлов интерполирования или, более сокра-

щенно, множителями Ласранжа.
Приведем еще ньютоново представление интерполи-

рующеrо мноrочлена через разностные отношения:

Рп (Х) == f (Хо) + (х Хо) f (Хо, Х1) +

+ (х Хо) (х Xt) f (Хо\ Х!, Х2) + ...

. .. + (х Хо) (х Xl) ... (х Xn l)f (Хо, XI, ..., хп). (6)

В правильнасти этоrо равенства можно просто убедиться
проверкой Toro, что мноrочлен (6) удовлетворяет всем

требованиям, которые предъявляются к интерполирую..

щему мноrочлену. Самую высокую степень Х может со-

держать последний член правой части, и эта степень

равна n. Поэтому правая часть есть МНОrQчлен либо

степени n, либо меньшей степени, коrда последний член

отсутствует.
Остается еще проверить, что мноrочлен (6) удовлет-

воряет условиям (2). Это можно сделать без труда, вас.
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пользовавшись выражением (2.7) для любоrо значения

f(x,,) (k === О, 1, ..., n) через разностные отношения.

tсли в (6) положить Х === Хо, то равенство примет форму
рn (хо) == f (хо), и мноrочлен (6) действительно удовлет-
воряет условиям (2) для i == О. Если считать Х === Х1, по-

лучим Рп (Х1) ==f(xo) + (xI xo)f(xo,XI) ===f(Xl); при
этом последнее из равенств следует из (2.7) при n === 1.
Полаrая затем х === Х2, хз, ..., хп И пользуясь соотноше-

нием (2.7) для n == 2, 3, ..., убедимся в том, что мно-

rочлен (6) удовлетворяет всем условиям (2).
Полезно сравнить между собой лаrранжево и ньюто-

ново представления Рп (х). В формуле (5) в слаrаемых

суммы множители lh (х) зависят от выбора узлов Xi и

точки Х и не завис тот функции f. Множители же f (Xi)
позволяют учитывать влияние на Рп (х) свойств функции
f и ее значений. Это удобно в двух отношениях. Во-пер-
вых, коrда по одной системе узлов Xi (i === О, ..., n) не-

обходимо интерполировать несколько функций. Тоrда
Можно вычислить Множители lh (х) однажды и использо-
вать их для всех функций f. BO BTOpЫX,указанная «раз-
деленность» влияния на Рп (х) выбора узлов Xh и свойств
функции f бывает полезной при изучении сходимостl1:
Рп (х) К f(x) при n--+ 00. Действительно, если эти фак-
торы разделены, леrче наблюдать за их влиянием и оце-
нивать поrрешность приближения Рп(х) к f(X).

Ныотоново представление (6) значительно менее

удобно для исследований в TaKoro рода вопросах, так
как разностные отношения f(xo, XI, ..., Xh) зависят от

расположения узлов Xi и свойств f достаточно сложно.
Это очень зэтрудняет использование формулы Ньютона
в исследовании теоретических вопросов. НО формула
Ньютона обладает друrими чертами, делающими ее

весьма полезной во мноrих вычислительных вопросах.
I(оrда собираются проводить интерПоляционные вы-

числения, то, прежде Bcero, исходя из опыта и друrих
соображений, выбирают число и расположение узлов,
при которых можно ожидать получения принятой точно-

сти, И стараются обойтись возможно малым числом их.

При этом редко бывает, что заранее можно rарантиро-
вать получение нужной точности, и поэтому необходимо
бывает выполнить проверку результата и увеличение ero

точности, если она окажется недостаточной.
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Делают это весьма часто путем добавления к взятым

узлам Хю, Х1, ...,
Хn еще одноrо или нескольких новых

узлов. Для определенности будем rоворить о присоеди 

нении одноrо HOBoro узла, В формуле Лаrранжа это по 

влечет за собой не только добавление HOBoro слаrаемоrо

в сумме (5), но потребует также исправления всех ранее

найденных членов суммы. В формуле же Ньютона (6)

при переходе от п + 1 узлов к п + 2 узлам все уже най-

денные члены сохраняются, и потребуется лишь добав-
ление члена (X Xo)..,(x xnH(xo,..., Хn , xn+I),
имеющеrо смысл поправки к уже вычисленному зна-

чению.
. Отметим также, что в вычислительной практике не-

редко, особенно при пользовании таблицами, приходится

интерполировать на малых участках, 'коrда узлы Xi (i ==

::==' О, 1, ..., п) и точка Х принадлежат малому отрезку
около точки Хо, длину KOToporo обозначим h. В формуле
Ньютона множители (х Хо), (х Хо) (х Хl), ... бу-
дут величинами порядков соответственно h, h2

, ..., тоrда

как разностные отношения будут близки (что вытекает

из равенства (2.6» к величинам f' (Хо), * f" (хо),

1

3! 1'" (Хо), ... Поэтому в (6) члены будут расположены

в порядке 'Их малости. Этот факт облеrчает использова 

иие формулы Ньютона в вычислениях и в суждении о

точности.

2. Поrрешность интерполирования и ее представле 
ния для некоторых классов функций. Выше мы обра-
щали внимание на то, что поrрешность интерполиро-

вания

 Rn(х) == f (х) Рп (Х) (7)

зависит от мноrих фактов. Сейчас нас будет интересо-
вать ее зависимость от свойств функции f. Напомним

также, что приведенные в п. 1 представления (3), (5)
и (6) мноrочлена Рn были получены при весьма общих

предположениях: узлы Xi (i == О, 1,..., п) считались

различными между собой, а функция f имеющей KO 

нечные значения f(Xi) в узлах, а в остальном произ.

вольной_
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Если в (7) внести вместоРn (х) дюбое из указанных

трех выражений, то для поrрешности Rn (х) получится
одно из возможных представлениЙ, верное для всяких

функций с конечными значениями f(Xi) (i == 0,1, ..., n).
Например, внесем в (7) вместо Рn (х) лаrранжево пред-
ставление (5). Примем во внимание следующий простоЙ
факт. Пусть f есть мноrочлен степени не выше n. Ин-

терполирующий мноrочлен Рn имеет одинаковое значе-

ние с ним в n + 1 узлах Xi, и разность f Рn будет мно-

rочленом степени не больше n, обращающимся в нуль
по меньшеЙ мере в n + 1 точке. НО тоrда мноrочлен

' Pnдолжен быть тождественным нулем, и f совпа-

дает с Рn при Всех значениях Х. В частности, коrда
n

f == 1, будет выполняться равенство 1 == L li (х). С уче-
i O

том этоrо поrрешность интерполяции равна
n n

Rh (х) == f (х) L li (х) f (Xi) == L li (х) [! (х) f (xi)I. (8)
( o i O

Построим еще одно представление Rn (х), также

верное для всяких функций f с конечными значениями

в узлах Xi и полезное нам для получения выражений
поrрешности Rn (х) и ее оценок в классах дифференци 
руемых функциЙ.

Рассмотрим последовательность значениЙ Хо, Х1, ...

..., Хn , Хn+1 == Х И применим для вычисления '(Хn+1) ==

== f (х) равенство (2.7), заменив в нем предварительно
n на n + 1:

f (Х) == f (хо) + (х хо) f (хо, Xl) + ...

... + (х ХО) . . . (х xn l)f(Хо, Хl, ..., Хn) +
+ (х ХО) '" (х Xn 1)(х Хn) f (Хо, Xl, ..., Хn , х).

Сумма всех членов правой части равенства, кроме по-

следнеrо, есть не что иное, как интерполяционный MHO 

rочлен Рn (х) В форме Ньютона (6). Поэтому последний
.член является поrрешностью

Rn (Х) == ro (Х) f (Хо, Х1, ..., Хn , х). (9)
Множитель ro (х) зависит .только от Х и узлов Xi. Разно-

стное Же отношение не может быть вычислено, так как

зависит от х и f (х). Но в некоторых случаях может
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быть получено представление о приближенном значе 

нии '(хо,...,Хn,Х)' Так, например, будет, если функция
f задана таблично и размеры таблицы ПОЗВОЛяют BЫ 

числить одно или несколько значений этоrо разностноrо

отношения путем замены в нем х табличным значением

aprYMeHTa, близким *) к х, Такие вспомоrательные зна 

чения разностноrо отношения позволяют составить He 

которое представление об Rn (х), хотя инеточное.

Равенство (9) дает возможность получить представ 

ления Rn (х), рассчитанные на классы функций BЫCO 

Koro порядка rладкости. Предположим, что узлы Xi

(i == О, 1,...,12) И точка х принадлежат отрезку [а, Ь],
и функция f имеет на [а, Ь] непрерывную производную
порядка 12+ 1. В этих условиях для f(XO,X1,...'Xn ,X)
верны представления вида (2.5) и (2.6), если заменить

в них 12 на 12 + 1 и положить Хn+1
== х. Это дает возмож 

ность высказать две приводимые ниже теоремы о пред-
ставлении поrрешности интеРПО.'lирования.

Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия:

1) точки ха, Хl, ,..,
хn разлиЧНbl между собой и при-

надлежат отрезку [а, Ь];
2) функция f имеет на [а, Ь] непрерывную производ-

ную порядка 12 + 1.
To дaпо решностьRn (х) интерnолирования f по ее

значениям в точках Xi (i == О, 1,...,12) может быть

представлена в форме
1 t,

Rn (х) == (о (х) dt 1 dt2 . . .

о о

t.

J
,

dt.f(MI) [х, + Цх, x, ,)]. (10)

Хn+1 == Х, (о (х) == (х ха) . . . (х хn)'

т е о р е м а 2. Если выполнены условия предыдущей
теоремы, то на [а, Ь] существует такая точка 5, что для

пo peиlНOCTи интерполирования верНО равенство

R (х) z::=

6) (х)
f(n+1) (5) (11)

n (п + 1)!
.

*) Предполаrается, что f{xa, ,.., Х n , х) мало изменяется при
малых изменениях х, и табличное значение aprYMeHTa, заменяющее

Х, лежнт близко к Х.. /
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Недостатком (11) является то обстоятельство, что о по 

ложении точки S на [п, Ь] невозможно сказать ничеrо

определенноrо.

Обратим внимание на одну из интерполяционных
задач, связанных с построенными представлениями Rn .

Пусть нужно выполнить интерполирование функции во

всех точках отрезка [а, Ь]. Поrрешность ero зависит от

выбора узлов Xi, точки Х И свойств функций f.
Если интерполируется одна определенная функция

f, то точность интерполирования характеризуется веJIИ 

чиной тах I Rn (х) 1. Коrда мы интерполируем не одну
х

функцию f, а некоторое множество функциЙ f, то точ-

ность может быть оценена величиной

sup тах I Rn (х) 1 === т === т (хо, Хl, ..., хп). (12)
f х

Эта велИчина зависит только от выбора узлов Xi (i == О,
1,...,п).

Поставим задачу о выборе узлов Xi, которые можно
было бы считать наилучшими при интерполировании
всех функций f на [а, Ь] из взятоrо множества. Такими
узлами естественно считать те, для которых величина

т (ХО, Х1, ..., Хп ) достиrает наименьшеrо значения,

Найдем такие узлы для множества всех функций
с непрерывной производной порЯдКа п + 1 на [а, Ь]. Из 
меним на время эту задачу и рассмотрим функции f,
ДJ Я кОторых при некотором произвольно взятом поло 

жительном М выполняется неравенство

1 f(n+l) (х) I  M. (13)

Для таких функций поrрешность Rn (х) может быть oцe 
нена следующим неравенством, которое сразу вытекает

из (11) :

м

т;х I Rn (х) I (п + l)! т;х I ffi (х) 1.

Эта оценка является неулучшаемой, так как в неЙ
имеет место знак равенства, коrда f есть следующий
мноrОЧ.'lен степени п + 1:

f ===

(п 1)1
хn+1 + с1х

n +
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и, следовательно,
М

S pm;х I Rn (х) 1===
. (п + 1)1 m;х I ffi (х) 1. (14)

Первый множитель правой части (14) не зависит от

выбора узлов Xi, И поэтому наилучшими узлами при

интерполировании функций f, удовлетворяющих усло 

вию (13), нужно признать те Xi, для которых

шах I ffi (Х) 1== min.
х

(15)

Это заключение верно при всяких М внеравенстве (13),
Можно поэтому утверждать, что такие узлы будут наи 

лучшими при интерполировании всяких функций f
с непрерывной производной порядка п + 1 на [а, Ь].

Задача, указанная в условии (15), имеет наrлядный
смысл. Величина шах I ffi (х) I есть отклонение от нуля

х

на [а, Ь] мноrочлена

ffi (х) === (х Хо) (х Xl) .. . (х Хn) ===

=== хn+1 + bjx
n + b2xn 1+ . .. (16)

В задаче рассматриваются все мноrочлены ffi (х),
для кот6рых корни Xi различны и все лежат на [а, Ь].
Среди таких мноrочленов нужно найти тот, который
имеет наименьшее отклонение от нуля. Такой мноrочлен

хорошо известен в конструктивной теории функций; им

является мноrочлен Чебышева первоrо рода. Наиболее

простой вид явное выражение для Hero принимает
в случае отрезка *) [ 1,1]:

.

1
Т'1+1(X) == 2fi"

cos [(п + 1) arccos х] === х
n+ 1 + С IХ

n + ...

Корни ero вычисляются просто:

2k + 1
Xk === COS

2 (п + 1)
n (k === О, 1, ..., п).

*) Переход к отрезку [ 1,1] не является оrраничением, так

как всякий отрезок а х :::;;; Ь приводится К [ 1,1] линейным пре 
1 1

образованием Х=="2 [а + Ь] + 2[Ь а} х', 1  x' 1.
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Все они лежат внутри I l,1] и различны между со-

бой *).
Остановимся еще на представлении поrрешности ин-

тер'полирования аналитических функций, имеющих
большое значение в прикладных вопросах. Пусть об-
ласть D ко:vшлексной Плоскости содержит внутри себя
отрезок [а, Ь] действительной оси, и функция f(z) одно-
значна и реrулярна в D, включая и ее контур 1.

На [а, Ь] возьмем n + 1 различный узел Ха, Xl, ..., Хп
И интерполируем f(z) по ее значениям f(Xk) (k == О.
1".., n) алrебраическим мноrочленом степени n:

n

(j) (z)
f )Рn (z) ===

f;:o (z X
k ) ф' (xk)

(Xk, ro (z) === (z Хо) '.. (z Хn)'

(17)
Нас будет интересовать поrрешность интерполирования
Rn (z) === f (z) Рп (z), Докажем теорему об ее представ-
лении контурным интеrралом.

т е о р е м а 3. Пусть для f, D и 1 выполняются вы-

сказанные выше предположения. При всяком z, лежа-

щем BflYTpu D, для nосрешности Rn (z) верно представ-
ление

(j) (z) (" f и)
Rn (z) == 2л:i J (j) (t) (t z)

dt.
1

Д о К а з а т е л ь с т в о. Достаточно ВЫЧИСJlИТЬ инте-

rрал. стоящий справа, и убедиться в том, что он равен
f(z) Pn(z).Если оставить в стороне множитель ro(z),
то оставшийся контурный интеrрал будет равен сумме
вычетов функции

(j) и:(  z) в особых точках, лежащих

внутри D. Функция f(z) не имеет в D особых точек,
и такими точками будут только нули Z, Ха, ..., Хп зна-

менателя. При изучении Rn (z) представляют интерес
значения z, Отличные от узлов Хп' Тоrда все нули

(18)

*) Мноrочлсн Тn+l (Х) есть решение следующей задачи: среди
мноrочленов вида хn+l + Ь\х n + . .. найти тот, который имеет наи-
меньшее отклонение от нуля на [ 1,1]. Дополнительное условие,
чтобы корни мноrочлена лежали на отрезке [ 1,1] и были различ 
ны, имеющееся в нашей задаче, здесь отсутствует. Но так как корни
тn+l (х) лежат все внутри [ 1,1] и различны, он решает и нашу

задачу (15) на отрезке [ I.1],
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знаменателя будут однократными, и вычеты MorYT быть

найдены по известным правилам их вычисления:

[
,и) ]

f(z)
выч

ro (1) (t z) t z

===
ro (z)

,

[
[и)

] f(Xk)
выч

ro(t)(t z) / Xk==ro'(Xk)(Xk z)
J

(z X
k) ro' (xk)

f (Xk)'

Эти результаты дают для KOHTypHoro интеrрала сле 

дующее значение:
n

ro (z) r f и) ro (z)
f )

2ni J ro(t)(t z)
dt== f(z) (z x)ro'(х)

(Xk ===

1 k O
k k

== f (z) Рn (z) == Rn (Z).

Утверждение теоремы этим доказано.

Получим при помощи (18) одну из простейших oиe 

нок поrрешности R" (z) интерполирования ана.'Iитиче-

ских функций. В представлении (18) от ЧИсла узлов Хп

И их расположения на [а, Ь) зависит ве.'Iичина

== п
n

(
Z Xk

)ro и) t Х
k

.

k O

Обозначим буквой б наиБО.'Iьшее расстояние от z до

точек отрезка [а, Ь) и буквой r расстояние от [а, Ь] до

[. Тоrда при всякой точке t на 1 и для любоrо узла Xk

будет верно неравенство I =: :: 1< . Для R" (z) по-

лучится оценка

(
б

)
n+1 J r If(t)1

IRn(z)l< r 2;tJ lt zlds, ds==ldtl. (19)
1

Отсюда видно, что если область D реrулярности f бу-
дет достаточно широкой ОКоло [а, Ь), а точка z располо-
жена вблизи от [а, Ь], то отношение б/r будет меньше 1.

В этом случае при неоrраниченном увеличении числа

УЗ.'IОВ п + 1 поrрешность Rn (z) будет стремиться к нулю

при всяком расположении узлов Xk на [а, Ь), и интерпо-
ляционный процесс будет сходиться к [(z) с такой же
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по меньшей мере скоростью, как стремится к нулю

(б/r) 11.

Например, пусть рассматривается сходимость интер 

полирования на отрезке {а, Ь], так что точка z будет
лежать на этом отрезке: z Х Е [а, Ь]. При всяком по 

ложении Х и для всякоrо узла Xk верно неравенство

IX Xkl b a б.

Рассмотрим линию 'А, все точки которой удалены от

[а, Ь] на расстояние Ь а. Эта линия состоит из двух
полуокружностей радиуса b a А-
с центрами в точках а и Ь и

из двух прямолинейных от-

резков y +(b a) (a 
Х Ь), соединяющих по.1JУ-

окружности (рис. 1). Предпо-
ложим, что f(z) реrулярна в

области, оrраниченной линией
Л, и на самой линии 'А. Torдa
в качестве контура интеrриро-
вания l может быть взята ли-

ния, охватывающая 'А, и расстояние от нее до [а, Ь]
будет равно r Ь а + у (у> О), т. е. больше, чем

b a.
Отношение

f1 <).-..----- b

Рис. 1.

б/r в этом случае будет следующим:
б b a

1
r b a+y q< ,

и из оценки (19) вытекает

Т е о р е м а 4. Если f (z) есть аналитическая Функ 
ция, реzулярная в замкнутой области, оzраниченной ли 

нией Л, то интерполяционнbtй процесс для нее при He 

02раниченном возрастании числа узлов Х!> и любом рас-
положении их на отрезке [а, Ь] будет сходиться к f(x)
равномерно относительно Х на [а, Ь].

При этом поrрешность интерполирования Rl1 (х) бу«
дет стремиться к нулю не медленнее, чем q" (п 00) <

4. Интерполирование при равно,ОТСТОЯЩИХ значениях

aprYMeHTa

Такое интерполирование встречается в приложениях
очень часто, выполнять ero приходится во MHornX усло-
виях и для разных целей, и в зависимости от ниХ было
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построено MHoro интерполяционных формул. Мы orpa 
ничимся изложением небольшоrо набора этих формул,
которorо достаточно для вычислений в большинстве
практически важных случаев.

1. Интерполирование в начале и в конце таблицы.
Пусть функция f задана таблицей своих значениЙ

f(Xk) == f(xo + kh) == Yk в равноотстоящих точках х,< ===

=== хо + kh (k === О, 1,2,.. ,), и точка интерполирования х

находится близко от начальной точки хо или в любом

месте слева от хо.

При составлении формулы интерполирования BOC 

пользуемся формулой Ньютона (3.6). В рассматривае 
мой задаче для составления формулы узлы естественно

брать в порядке их расположения в таблице: Хо, xo+h,
хо + 2h, ...:

f (х) === Рn (х) + Rn (х) === f (хо) + (х хо) f (хо, хо + h) +

+ (х хо) (х хо h) f (хо, хо + h, хо + 2h) + ...

... + (х хо)(х хо h) ...

... (х хо (k 1) h) f (хо, хо + h, ..., хо + kh) + Rn (х).
Разностные отношения, стоящие в правой части равен-

ства, выражаются через конечные разности функции
У === f при помощи соотношений вида (2.8)

f (хо) === Уо, f (хо, хо + h) ===  r '

f12yo
f (хо, хо + h, хо + 2h) 2!h2 , ...

Введем новую переменную t, положив х === хо + th,
Х хо

ht ===

 .Она имеет значение числа шаrов от х()

до х:

х хо
=== th, (х Хо) (х хо h) === t (t 1) h2

, ...

После внесения указанных ведичин в выражение для

f(x), получим формулу Ньютона для интерполирования
вблизи начала таблицы:

h)
t

+ t(t I)Л2 +у (хо + t === Уо + -тr t...Yo 2! Уо . . .

+
t (t 1) ... (t k + 1) л k + R (х) ( 1 )· . .

. kl Уо k.
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Остаточный член формулы Rn (х) может быть пред 

ставлен в любой из форм, указанных в 2 п. 3, в зави 

симости от свойств функции. Мы оrраничимся тем, что

запишем ero в лаrранжевой форме (3.11). Пусть функ 
ция У

== f(x) имеет непрерывную производную порядка
k + 1 на отрезке [а, Ь], содержащем точку х и узлы от хо

ДО Xk == Хо + kh. Тоrда для Rk(x) верно представление

(3.11) с заменой n на k. В переменной t мноrочлен

ш (х) имеет вид

ш (х) == (х хо) (х хо h) ... (х ха k/l) ==

=== /lk+ l t (t 1) ... (t k),

и для остаточноrо члена Rk(X) в (1) получится

R ( ) == hk+1
t (t 1) .,. (t k) (Нl) ( )k Х

(k + l)! У\;, (2)

rде есть некоторая точка отрезка [а, Ь], указанноrо
выше.

Допустим теперь, что точка интерполирования .'Ie 

жит вблизи конечной точки Хп таблицы или [дe TO

справа от нее. В этом случае узлы интерполирования
следует брать в порядке Хп ,

Хп h, Хп 2h, ... Фор 
мула Ньютона тоrда запишется в следующем виде:

f (х) == f (хп) + (х Хn) f (хn' Хn h) +
+ (х Хn) (х Хn + h) f (хn' Хn h, Хп 2h) + ...

.

. .. + (х Хn) (х Хn + h) . . .

· . . (х Хп + (k 1) h) f (Хn ' Хп h, ..., Хп kh) + Rk (х).

Разностные отношения MorYT быть выражены через KO 

нечные разности, если воспользоваться возможностью

переставлять в них aprYMeHTbl и соотношением (2.8):

f (Хn) == Ут f (Хп , Хп h) == f (Xn l'Хп) ==   !hl,
f (хn' Хп h, Хп 2h) ==

=== f (Хп 2h, Хп h, хn) ==  it -;2, ...
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Введя переменную t и положив Х === Хп + tn, ПО.'Iучим
для f (х) === У (х) форму.1У Ньютона для интерполирова 

ния в конце таблицы И.1И справа от Хп :

[и+l) 2
У(Хп + th) Уп + 11 I:::.YU l+ 21

1:::. Yп 2+ ...

+
t(t+I)...(t+k I)Ak

+R()kl
Ll Yu k k Х . (3)

Если У === f имеет непрерывную производную порядка
k + 1 на отрезке [а, Ь], содержащем точки Х, Хn ,

...

..., Xu k,то ее остаточныЙ член представим в форме

R ( ) ==hk+1
t(t+l) ... (t+k) (k+1) (

t )k Х
(k + 1)1

У '" (4)

rде S есть точка отрезка [а, Ь].

2. Интерполирование внутри таблицы. Предположим,
что точка Х лежит вблизи BHYTpeHHero узла Хп таблицы
с любоЙ стороны от Hero. Тоrда табличные узлы целе 

сообразно привлекать для интерполирования в порядке

удаленности от Хп , т. е. взять сначала узел Хп И присо 

едиНЯТЬ к нему пары узлов (Хп + h, Хп h), (Хl1 + 2h,
Хп 2h), ..., (Хп + kh, Хп kh). При таком порядке

узлов интерполирования формула Ньютона будет иметь

вид

f (х) == У (х) == f (хп ) + (х Хп) f (Хп , Хп + h) +

+ (х Хп) (х Хп h) f (Хп , Хп + h, Хп h) +

+ (х Хп) (х Хп h) (х Хп + h) Х

Х f (Хп , Хп + h, Хп h, Хп + 2h) + .
'.'

+ (х хп)(х Хп h) . ., (х Хп kh) Х

Х f (Хn> Хп + h, Хп h, ..., Хп kh) + R2k (х),

R ( )
(x xu){x xn h)'",(x 'xu+kh)

f(2k+1) ( t )2k Х
{2k + 1)1

'<> ,

rде S есть точка отрезка, содержащеrо Хп kh, X1 +,
j:kh и Х.
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Как и в п. 1, заменим разностные отношения

раженияJl,Ш через конечные разности

f (хn) == Уn' f (хn ' хn + h) ==  f/ '
f (Хn ' хn + h, хn h) == f (хn h, хn , хn + h) ==

их BЫ 

Jl.2Yn 1
21h2 ,., о

X Xn
И введем переменную t ==

h ; тоrда получим

( th)
t А ..L

t (t 1) А 2

+У хn + == Уn + IТ о.Уn 1
21

о. Yn 1

t(t l)(t+1) 3 1
+

3! Yn l+ ... + (2k I)! (t k + 1) .'.

'" t(t+1)  O.(t+k 1) 2k IYn k+1+

+ (2l)! (t + k 1) . . . t . . , (t k)  2kYn k+l+ R2'< (х).

Для придания правой части симметричноrо вида, пере 
пишем равенство в форме

[
1

]
t2

У (хn + th) == Уn + t  Yn 2"  2Yn 1+ 2!  2Yn 1+
t (12 Р)

[
1

]+ 31  3Yn 1 "2 4Yn 2+ .. о

+
t(t2 J2)'" (t2 (k 1)2)

[ A2k 1  l.A2k ]+.. о

(2k I)!
о. Yn k+l 2

о. Yn k

+
t2 и2 Р) ... (12 (k 1 )2) А 2k + R ( )

.

(2k)1
о. Yn k 2k Х .

Если из прямоуrольных скобок исключить конечные

разности четноrо порядка. пользуясь равенствами

 2Yn 1==  Yn /).Yn l' /).4Yn 2== /).3Yn 1  3Yn 2'. .
.,

получим uнтерполяцuонную ФОРМУЛУ Ньютона Стир.
лuнса:

( + th) +
t Jl.Yn 1+ Jl.Yn

+
t2 А2

+УХп ==Уп IТ 2 2!o.Yn I

+
t(t2 }2)Jl.3Уn 2+Jl.ЗУn 1

+
t2 и2 ]2)

/).4 +31 2 41 Yn 2 ...

+
t(t2 12).,0 (t2 (k 1)2)Jl.2k IYn k+Jl.2k IYп k+.l +· . .

(2k 1)1 2

+
t2 и2 ...,. Р) ... (t2 (k 1)2) /).2k + R ( )(2k)! Yn k 2k Х,

R ( ) h2kТ1
t2 (t

2 Р) ,.. и2 k2) (2k+1) (
1: )2k Х -

(2k + 1)1 у '" .

(f»
...
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Приведем еще формулу Ньютона Бесселя. Она

предназначена для интерполирования, коrда х лежит

вблизи середины между двумя соседними табличными

узлами, которые мы обозначим хп и Хn+1.

При построении вычислительной формулы таблич 

ные узлы целесообразно брать попарно Е следующем

порядке: (xn,xn+h), (xn h,xn+2h),..., (xn kh+
+ h, хn :+:. kh). Формула Ньютона здесь будет иметь

вид

f (х) === f (хn) + (х хn) f (хт хn + h) +

+ (х хn) (х хn h) f (хn ' хn + h, хn h) +

... + (х хn + kh h) ... (х хn kh + h) Х

Х f (хn ' хn + h, ..., хn + kh h, хn kh + h) +

+ (х хn + kh h) ... (х хn kh + h) Х

Х f (хт хn + h, ..., хn kh + h, хn + kh) + R2k 1(х).

I10сле использования равенств

f (хn) === Ут f (хт хn + h) ===  f '

f
/l;.2Yп 1

f (хт хn + h, хn h) === (хn h, хn ' хn + h) ===

2!h ,...

и замены переменной х === хn + th формула приводится
к виду

( )
{,\

+
t(t 1)' 2

У хn + th === Уn + IТ u.Yn 2!
D. Yn 1+

+
(t+I)t(t I),\з +

31
д Yn 1 . . ·

+
(t+k 2)'H(t k+1) A2k 2 +.. .

(2k 2)1
u. Yп H1

+
(t + k 1) ... (t k + 1) ,\ 2k I + R ( )

(2k 2)!
u. Yn HI 2k 1Х .

Чтобы привести правую часть равенства к симметрич-

ной относительно точки хn + ; h форме, отделим от раз-

u
u 1

ностеи четноrо порядка половины их значении: '2 Уn)
1011



r
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1 А2 1 А4

2"" il yn !,"2 ilyп 2'
. .

.,
и заменим эти величины сле 

ДУЮЩИМИ выражениями:

Уn == (Уn+1 Ауn), A2Yп 1== ; (А2Уп A3Yn 1)'

1 1

"2 A4Yn 2
===

"2 [A4Yп 1 A5Yn 2]'...

После объединения членов с одинаковыми разностями

получится uнтерnоляцuонная формула Ньютона Бес 

селя

t 1..

y(xn+th)== Yn+in + 1

+ Ayn+

(! .!.) [(! 1)
+

{и 1) 2Yn l+tl2yn
+

2 АЗ +21 2 31
L\ Yn 1

+
(t+l)t(t I)(t 2)MYn 2+MYп 1

+41 2'· ·

+
(t+k 2)... (t k+l)tl2k 2Yn k+I+tl2k 2Yn k+2+· ..

(2k 2)1 2

+ R2k 1(х), (6)

R ( ) == h2k (t+k I)."(t k) (2k) (
t )2k 1х

(2k)! У ь .

Здесь 6 есть точка отрезка, содержащеrо )(n kh + h,
xn+kh, х.

9 5. Интерполирование с кратными узлами

)ХО сих пор рассматривалась задача интерполирова 
ния f(x) по нескольким значениям только самой Функ-
ции f, Кратко остановимся на HeMHoro более сложной
задаче об интерполировании f(x) по значениям f и про-
изводных от нее.

1. Содержание задачи; интерпол ирующий мпоrо-

член и поrрешность. Пусть на отрезке [а, Ь] даны т

различных узлов х/ (i == 1, ..., т). Предположим, что

в точке Х1 известны значения:.f(Х1)' f' (Х1)' ..., f(al l)(х.),
в точке Х2 известны значения f (Х2)' f' (Х2)' "', f(a2 1)(Х2)
и т. Д. Числа аl' а2' ..., ат называются кратностлмu



56 ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ [rл. I

узлов хl, Х2, ..., хт . Общее число известных данных

о функции f обозначим п + 1:

аl + а2 + ... + ат
== п + 1.

Возьмем мноrочлен степени п с произвольными ко-

эффициентами

Рn(Х) ==аох
n + atxn::l,+ ... +аn (1)

и выберем ero коэффициенты aj так, чтобы вьшолнялись

условия

P )(Xk)== f(i)(xk) (k == 1, ..., т; i == о, 1, ..., a
k 1), (2)

которые дают для aj (j == о, ..., п) систему п + 1 ли-

нейных уравнений. Чтобы доказать существование и

единственность решения, достаточно показать, что од-

нородная система

P )(Xk)==О (k == 1, ..., т; i ==0,1, .
н,

a
k 1) (3)

имеет только нулевое решение. Система rоворит о том,

что для мноrочлена Рn (х) каждый узел Xk является

корнем кратности не меньше (1..k. Значит, для мнбr'Ь'.

члена Рn (х), степень KOToporo равна п, сумма кратно-

стей ero корней не меньше, чем (1..1 + ... + (1..т == п + 1.
Такой мноrочлен тождественно равен нулю, и поэтому
все ero коэффициенты также равны нулю. Однородная
система (2) имеет, следовательно, только нулевое ре-

шение, и существует лишь один мноrочлен (1), удовле-

творяющий условиям (2). Явное выражение ero будет
дано в следующем пункте.

Рассмотрим поrрешность интерполирования Rn (х) =='

==f(x) Pn(x),и докажем сейчас одну из теорем <,> ее

представлении, рассчитанную на функции f достаточно
BblcoKoro порядка rладкости.

Теорема 1. Пусть узлы Xk (k==I, ...,т) и точка

Х принадлежат отрезку [а, Ь] и функция f имеет на [а, Ь]
непрерывную производную порядка п + 1. Tozaa на

[а, Ь] существует такая точка 6, что для поzрешностu
Rn (х) интерполирования верно равенство

R (х)
Аn (х)

f(n+I) (s) (4)n (n+I)/
'

Аn (х) == (х Х1)а l
... (х хт)ат.
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д о к а з а т е -Тl ь с Т в о. Будем считать Х отличным ОТ

узлов Xk и рассмотрим вспомоrательную функцию apry 
мента z:

F(z)==f(z) Pn(Z)  : : [f(x) Pn(x)].

она имеет на [а, Ь] непрерывную производную порядка
n + 1. Точки Х1, ...,

Хт И Х для нее будут нулями, KpaT 
ности которых не ниже соответственно а1, ..., ат и 1.

Сумма кратностей всех нулей F не меньше а1 + ,..

. " + ат + 1 == n + 2. Производная от нее р' (z) будет
иметь по теореме Ролля внутри каждоrо отрезка между
смежными точками XI, ..., Хт,

Х не менее чем один

нуль. Таких нулей будет т. Кроме Toro, точки XI, ..., хт

будут нулями кратностей не меньше аl 1, ..., ат 1.

Поэтому F'(z) имеет на [а, Ь] не меньше чем (a1 1)+,.,
'" + (ат 1) + т == n + 1 нулей. Проведя сходные

рассуждения для второй и следующих производных,
придем к заключению, что производная порядка n + 1
от F имеет на [а, Ь] не меньше чем один нуль. Поэтому
на [а, Ь] существует такая точка G, что выполняется pa 
венство

F(n+I){Ю == fln+I){Ю (  (; I[f (х) Рn (х)] ==

== f(n+l)(S) (  ;;!Rn (х) === о.

Отсюда следует (4).

2. Представление поrрешности интерполирования в

случае аналитической функции. Предположим, что OT 

резок [а, Ь], на котором располаrаются узлы Xk и точка

Х, является конечным, и функция f аналитическая

в замкнутой Конечной области D, оrраниченной KOHTY 
ром 1 и содержащей [а, Ь] внутри себя.

Из СИСтемы (2), в частности, следует, что коэффи 
циенты аз будут линейными функциями свободных чле 

НОВ системы f(i) (Xk) . Поэтому интерполирующий MHoro 

член (1) также будет линейно выражаться через f(i)(Xk),
и может быть записан в форме

т ak 1

Рn (f, х) == L L Lk, i (x)f(i) (Xk)'
k 1i l
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Формула Коши f (х) ::=:
r JJ!l. dz позволяет П ри.2Jtt J z х

1
.

вести разыскание интерполирующеrо мноrочлеН::J

Рп а, х) К задаче построения мноrочлена Рп (1/ (z х), х)
для очень простой дробно линейнойфункции 1/ (z х),
[де х является независимой переменной и z считается

параметром, по которому затем выполняется интеrрн-
рование.

Рассмотрим поrрешность интерполирования

Rn ( z х
' х) ::=:

Z Х

Рп ( Z Х
' Х) ::=:

т ak 1

::=:  "" Lk
. (х)

i!
' t

( )
i+ 1 '

Z Х

k 1 i 1
z X

k

и сосредоточим сейчас внимание на зависимости ее от

z. Это есть рациональная функция от х, и приведенное
выше равенство есть разложение ее на простые дроби.
Заметим, что точка z::=: Х для поrрешности есть полюс

первоrо порядка с вычетом, равным единице. ОбщиЙ
знаменатель всех членов в выражении для поrрешности

равен (z х)А п (z) и поrрешность представима, оче-

видно, в форме

(
1

)
В (z, Х)

Rn z=x, х ::=:

(z х) Аn (z)
, (5)

rде В (z, х) есть мнorочлен от z степени не выше п 1.

Убедимся сейчас, что В (z, х) не зависит от z и рав-
няется Ап (х). Если I z I имеет большое значение, то

верно равенство
()()

1 "x'V
 ::=: zv+1

OY 1

и, так как поrрешность линейно зависит от интерполи-
руемой функции, то

()()

Rn ( z х
' х)::=: I z 'V IRn(ХОУ, х). (6)

OY o

Степени х от нулевой до п интерполируются точно, и

Rn (ХОУ, х)::=:. О (v == О, 1"." п), Первые пХ 1 членов
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в сумме справа исчезают, и разложение (6) должно на-

чинаться с члена'.z n 2Rn(хV+i,х).Поэтому в (5) сте-

пень числителя В (z, х) относительно z должна быть на

п + 2 единицы ниже степени знаменателя. Но знамена-

тель имеет степень п + 2, значит, числитель должен

иметь нулевую степень и не зависеть от z: В (z, х)
== в (х). Наконец, так как значение z == х должно быть

для поrрешности простым полюсом с вычетом 1, то

В (х) == Аn (х) и

R (
1

) Ап (х)
п Z=X'

Х ==

(z x)An(Z)'

Отсюда и из интеrрала Коши для функции f (х) полу 
чается представление поrрешности Rn в форме контур-
Horo интеrрала:

Rn ([, х) == 2 i f (z) Rn ( z Х
' х) dz ==

1

===
Ап (Х) \ f (z) dz (7)2ni J (z х) Ап (z)

.

1

Если вычислить полученный интеrрал с помощью выче-

тов, мы найдем нужное представление интерполирую-
щеrо мноrочлена Pn(f,x)==f(x) Rn(f,x).

Вычет функции (z   )l:)(z) в точке z == х равен,

очевидно, f(x). Вычислим вычет в полюсе z Xk. При z,

близких к Xk, верны следующие разложения в степен-

ные ряды:
00

f (z)== I ;1 f(s) (Xk) (z XkY'
B O

1
00

s

1 " (z. Xk)
;=-;

==

(х X
k) (z X

k) i...J (Х Х )
S+1 '

B O k

( ak 00

z X
k) '\' C(k)

( )
11

Аn (z) i...J 11 Z Xk .

B O

Вычет же функции
f (z)

(z х) Ап (z)

1

(z xkJ
ak

(Z Xk)ak f(z)
А
п (z) z х
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может быть найден при помощи умножения приведен-

ных трех степенных рядов и подсчета коэффициента при
(z Xk)ak  1. Последний равен

ak 1 ak l l

I f(l)(Xk)"* I C )(X Xk) ak s+l.
i O s o

Найденные вычеты приведут к следующему эрмuтову

представленuю мноrочлена Рп:

Р
п а, Х) ===

т (lk 1 ak l i

=== I I f(l) (Xk)"*
Ап (х)

ak I C k)(x Xk)i+S. (8)
k 1 i O (х x

k) s o

Например, при интерполиров.ании с двукратными уз-
лами условия, определяющие мноrочлен P2т 1(f, х), бу-
дут следующими:

P2т 1(f, X
k) === f (xk), P;т 1(f, Xk) === f' (xk) (k === 1, ..., т),

и формула (8) принимает вид

т

'" 0)2 (х)
P2т 1а, Х) ===

 I(х x
k)2 [О)' (xk)]2

Х

{ [
0)" (х )

.

] }х 1
0)' (Х:) (х Xk) f (Xk) + (х Xk)f' (Xk)' (9)

о) (х) === (х Х1) ... (х хт).

Отметим, что представление (8) для Рп а, х) было

получено в предположении аналитичности функции (,
но в окончательный результат входят только значения

f(Xk) и f'(Xk) , и формула (8) остается верной для лю-

бой функции f с конечными значениями f (Xk) и " (Xk).

6. О вычислении значений производных
с ПОМОЩЬЮ интерполирования функций

1. Формула вычислений; представление поrрешности

формулы. Пусть на отрезке [а, ь] рассматривается функ-
ция " имеющая непрерывную производную порядка
п +:,1. Возьмем на [а, Ь] п.+.1 различных узлов Хо, XI. 'Н
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. .
.,

хn . Для упрощения записи предположим, что ОНИ

перенумерованы слева направо так, что Ха < Хl < '"

. " < хn . Интерполируем t по ее значениям в узлах х"-

посредством мноrочлена рn(х) степени п и обозначим

Rn (х) поrрешность интерполирования:

f (х) == Рn (х) + Rn (х).

Вычислим производную от f порядка т:

{(т) (х) == p т)(х) + R т)(х).

Пренебреrая величиной R т!, получим формулу для

приближенноrо вычисления производной:

,(т) (х) p т)(х). (1)

Ее поrрешность равна R т)(х). Пользоваться ею целесо 

образно при небольших порядках т производной, во

всяком случае, коrда т::;:;;; n, так как все производные
от Рn порядка выше п тождественно равны нулю. .

.

Вопрос о вычислении p т) является простым, и мы

отложим ero до следующеrо Пункта, Сейчас же OCTaHO 

вимся на поrрешности R т). Необходимо найти ее пред 
ставления, удобные для Toro, чтобы составить мнение

об ее свойствах и, если можно, оценить ее численно.

Построим представление R т)лаrранжева типа, являю 

щееся простейшим. Как увидим ниже, оно будет Bep 
ным не при всяком положении точки интерполирования
х на [а, Ь], и последняя должна подчиняться двум orpa 
ничениям, указываемым ниже.

Возьмем вспомоrательную функцию aprYMeHTa t:

к
<р (t) == Rn (t) (п + 1)1

(i) (t),

(i) (t) == (t хо) '" (t хn)'
(2)

Здесь К есть прОизвольная постоянная величина, зна-

чение которой будет выбрано ниЖе. При всяких значе 

ниях К функция <р обращается в нуль в точках Xi (i==O,
1,..., п). ПО теореме Ролля, <р' будет иметь по меньшей
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мере один нуль между каждои пароЙ соседних vзлов

(Xk, X1<+I)' Таких нулей внутри отрезка [Хо, Хп] будет не

меньше пит. д. Производная порядка т

<р(т) (t) === R(m) и)
к (j)(m) и)n

(п + 1)1

будет иметь внутри [Хо, Хп] не меньше чем n + 1 т

нулеЙ.
Выберем теперь величину К. Для этоrо нам потре-

буется наложить на положение точки Х два оrрани-

чения.

А) Будем считать, что в точке Х (j)(m) (х) =1= О. По-

путно отметим, что если Х не лежит внутри отрезка

[Хо, хп], а находится вне ero или на одном из ero концов,

то такое условие заведомо выполняется. Действительно,
(j)' (х) есть мноrочлен, имеющий по одному нулю внутри

каждоrо из частичных отрезков [Xi, Xi+I] (i == О, 1,. ..

...,
n 1). Таких нулеЙ n штук, и никаких друrих нулей

у (j)' (х) нет. (j)" (х) есть мноrочлен степени n 1, У ко-

Toporo есть по одному нулю между каждой пароЙ со-

седних нулеЙ (j)'. Все эти нули (j)" лежат внутри [Хо, хп],
И друrих нулеЙ у (j)" нет, и т. д. Продолжая такие рас-

суждения, убедимся в том, что все нули (j)(m) лежат

внутри [Хо, Хп].
Выберем теперь К так, чтобы точка Х была нулем

<р(т), т. е. чтобы выполнялось равенство

(т)
( )

.

R
(m)

( )
к (т)

( ) О<р Х ===
n Х

(п + 1)1
(j) Х === . (3)

Рассмотрим наименьшиЙ отрезок, содержащиЙ точки

Хо, Хп , Х, И обозначим ero [а,  ]. Коrда Х лежит на

[Хо, Хп], то [a, ]== [Хо, Хп]; коrда же Х лежит вне [Хо, хп],
то [a, ]будет шире [Хо, хп].

Б) Будем считать, что на [a, ] производная <р(т)
имеет не меньше чем n + 2 т нулей.

При выполнении этоrо требования все последующие

рассуждения будут верными; если же оно нарушается,
то рассуждения не MorYT быть проведены и формули-
'руемая ниже теорема может оказаться неверноЙ.

Отметим, что если Х лежит вне [Ха, Хп] или В точках.

Хо или Хn , то <р(т) будет иметь не меньше n.:+:. 1 т
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нулеи внутри и еще нуль t == Х, отличныи от них. При
'Таком расположекии х УСJ10вие Б) заведомо выполнено.

Если же х находится внутри [хо, хп], то нуль t == х MO 

жет совпасть с одним из нулей функции 'Р(т), указанных
выше при применении теоремы Ролля, и условие Б}
может оказаться невыполненным.

Предположим, что условие Б) ВЫПо.ТIняется. Тоrда
можно утверждать, что 'Р(т+1) будет иметь внутри [а, f}]
не меньше п + 1 т различных нулей и т. д. и, нако-
нец, производная порядка п + 1 будет иметь не меньше

одноrо нуля. На [а, f}] существует, следовательно, такая
точка  ,для которой выполняе1'СЯ равенство

<р(n+1) (6) == R +I)Ю к == /(n+1) Ю к == О,

п, следовательно, К == f(n+l) (Ю. ИЗ (3) тоrДа следует

R
(т)

(х)
ro(т) (х)

f
(n+1)

( r: )п.  (n+l)! \:>. (4)

Поэтому верна
т о р е м а 1, Пусть на отрезке [а, Ь], содержащем

точки Хо, Хп , Х, функция / имеет непрерывную произ 

водную порядка п + 1, и для точки Х выполняются ус-
'.Ловия А) и Б), указанные выше. Тоеда на [а, Ь] суще-

ствует такая точка S, что для поерешности R т)(Х) вы-

,числительной формулы (1) верно представление (4),

2. Некоторые частные формулы вычисления произ-

водных. Каждая из формул для интерполяционноrо мно-

rочлена, указанных в предыдущих параrрафах, может

СЛУЖить ИСточником для получения формул вычисления

производных. Таких формул можно получить большое
 исло,но для выяснения идеи их построения достаточно
рrраничиться несколькими примерами.

Возьмем формулу Ньютона (3.6). Если ввести co 

 ращенноеобозначение Х Х" == а", можно ее записать
В ВИДе

Рn (х) == f (Хо) + aof (хо, Xl) + aoa1f (хо, Х1, Х2) + ...

. .. + аоаl ... aп. lf(Хо. Х1. .... хn).
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Последовательное дифференцирование этоrо равенства
дает следующие приближенные выражения производ-
ных *) от f:

f'(x) P (x)==f(xo'xa+(ao+aJf(xo' Хр
х
2)+

+ (аоа\ + аоа2 + aja2) f (хо, Х\, Х2 ' хз) + ....

"* {" (х)  irP (х) == f (хо' Хр
X
z) +

+ (ао + аl + а2) f (хо, Х1. Х2' хз) + ....

-* {'" (x)  !Р'" (х) == f (хо, хl, Х2' хз) +

+ (ао + а1 + а2 + аз) f (хо, хl' Х2, хз , х4) + ...,

1 1

4т f1V (х)  4Тp y(х) == f (Хо ' Х
р

Х
2 ' х

з ' Х
4) +

+ (ао + а! + а2 + аз + а4) f (хо, Х\, Х2, Хз, Х4, Х5) +

Сходным образом MorYT быть получены формулы для

вычисления производных в случае равноотстоящих то-

чек. Если взять, например, формулу Ньютона для интер-

полирования в начале таблицы (4.1) и вычислить про-
изводные по переменной t, получатся приводимые ниже

выражения для производных **):

hy' (хо + th) /).уо + 2t;-
1

/).2уо +
3tZ

 з t
+ 2

/).ЗУо +

+
4t3 18t2 + 22t 6 А4 +41

il Уо . . ..

h?y" (Хо + th) /).2уо + (t 1) /).ЗУо +

+
6tZ 18t + 11

12 /).4уо + ....

h3y'" (Ха + th) /).ЗУо + 2/;
3

/).ЗУо + . . .

*) в правых частях приведенных равенств MorYT стоять суммы

любоrо конечноrо числа слаrаемых в зависимости от степени иитер 

полирующеrо мноrочлена Рп(Х). Приведены же только первые сла 

raeMbIe этих сумм, по которым можно судить о виде всех следую 

щих членов правых частей.

**) Большое число формул для вычисления производных можно

найтн в кииrах [4, 5, 6].
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7. О сходимости интеРПОJiЯЦИОННЫХ процессов

1. Введение. Пусть на отрезке [а, Ь] рассматривается
функция f с конечными значениями. Предположим, что

задана бескокечная треуrольная таблица узлов, опре-
деляющая интеРПОJIЯЦИОННЫЙ процесс:

 1
Хl

x , X 
Х == X Е [а, Ь]. (1)

х7, X ,..., X 

На шаrе номера п за узлы интерполирования прини.
маются элементы Х'!, (k == 1, ..., п), стоящие в строке

таблицы Toro же номера п. Интерполяционный mhoro-'

член имеет СJlеДУlOщее выраженяе:

;;:n

P ()  \""
(j)n{x)

f(
n

)nX  (x x'l)(j) (x'l)
X

j
'

())n (х) == (х Х?) .. . (х x ).
Ниже рассматривается либо поточечная, либо равномер.
ная сходимость Рn (Х) К f (Х) и в соответствии с этим за

меру близости Рn (х) К f (х) принимается либо I f (х) Рn (х) 1,
Х Е [а, Ь], либо sup I f (х) Рn (х) 1.

[а, Ь]

Поrрешность интерполирования

8n (х) == f (х) Рn (х) (3)

(2)

зависит, что является вполне очевидным, от следую..
щих факторов: от свойств функции f, таблицы узлов Х

И, наконец, от числа п узлов. В проблеме сходимости
основным является вопрос о том, как между собой

должны быть связаны свойства f и таблица Х, чтобы
в принятой мере приближения имела место сходимость

Рп(х) К f(X). Практическая полезность этой задачи ЯБ-

ляется очевидной: в ней выясняются условия, при ко..

торых возможно сколь уrодно точное вычисление f (х),
если число узлов взято достаточно большим. Отметим
также, что здесь решается лишь принципиальныЙ во-

прос о возможности сколь уrодно точноrо нахождения

3 в.. И. Крылов и др., 1'.. 1
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f, но не дается пока никакоrо правила для нахождения

числа узлов п, при котором поrрешность становится

меньше заданноЙ rраницы. Чтобы ответить на послед-

ний вопрос о выборе п, потребовалось бы более rлубо-

кое численное изучение закона стремления к нулю меры

поrрешности /Оп (х).
В практике вычислениЙ, коrда возникает потреб-

ность интерполирования, очень часто бывают заранее

известны некоторые свойства функции f: является ли

она аналитической на [а, Ь] и какова область ее pery-

лярности около отрезка [а, Ь] (наСКЩIЬКО широка эта

область и как расположены на ее rранице особые точки

п; если f не является аналитической, то каким будет
порядок ее непрерывной дифференцируемости и т. д,

Кроме Toro, часто заранее бывает указана rраница до-

пустимой поrрешности инrерполирования.
По всем имеющимся заранее сведениям необходимо

избрать способ интерполирования. КаЖДЫЙ такоЙ способ

определяется числом узлов и их расположением на [а, Ь],
и этими параметрами нужно распорядиться так, чтобы

мера поrрешности была не больше заданной величины.

При выборе способа интерполирования естественно

взять интерполяционный процесс, сходящиЙся к f. Чтобы

правильно сделать ero выбор, полезно иметь представ-
ление о теории сходимости интерполирования, но изло-

жение ее требует от читателя запаса знаний большеrо,

чем тот, на который рассчитан наш учебник. Мы вынуж-

дены оrраничиться изложением лишь некоторых резуль-
татов о сходимости с небольшими их пояснениями.

2. Сходимость на множествах непрерывных и диф 
ференцируемых функций. Остановимся на проблеме рав-
номерной сходимости интерполирования. Рассмотрим
множество непрерывных на отрезке [а, Ь] функций {.
Выберем какую-либо определенную функцию f. Если

мы хотим ее интерпо,'!ировать равномерно на [а, Ь], то

прежде Bcero следует выяснить, существует ли такая

таблица узлов (1), которая обеспечивала бы равномер-

ную сходимость интерполяциопноrо процесса к f. Здесь
следует дать утвердительныЙ ответ, так как может

быть доказана
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Т е о р е м а 1. Для каждоЙ функции t, непрерывноЙ
На конечно.'rt отрезке [а, Ь], существует такая таблица
узлов (1), что соответствующий ей интерпо//яционный
процесс равНО.мерно на [а, Ь] сходится к f.

Обратим внимание на то, что эта таблица зависит

в какой-то мере от функции f. Она может быть BЫ 

брана, например, следующим образом. Рассмотрим про 
извольный мноrочлен Рn (х) ....:..... аохn + alxn l+ ... CTe 

пени п. Ero отклонение от функции f на [а, Ь] характери 
зуется величиной тах I f (х) Р

п (х) 1. Возьмем MHoro 
a x Ь

член, для KOToporo эта величина имеет наименьшее зна-

чение min тах I f (х) Р
п (х) I == тп . Такой MHoro 

а
о

... а
п a x Ь

член называется мноеочленом, наименее уклоняющилtся
от f на [а, Ь]. Обозначим ero P (х).

Ясно, что число тп убывает с увеличением п, и

так как по теореме Вейерштрасса к f можно с помощью

мнorочлена приблизиться сколь уrодно точно и равно-

мерно на [а, Ь], то тп О при n 00, и ПоследоваТель-

ность мноrочленов P (х) будет сходиться к f равномерно
на [а, Ь]. В теории приближения доказывается, что P (х)
принимает одинаковые значения с f (х) на [а, Ь] не

меньше чем в n + 1 точках. Пусть эти точки суть X\n+l),
xkn+ 1J

, ..., x п:/). Поместим ИХ в CTQOKY номера n + 1

таблицы (1) и примем за узлы интерполирования. Интер.
поляционный мноrочлен, так построенный, совпадет
с P (x). Если это проде.'Iать для п== 1,2, ..., а ро(х)
взять совпадающим с f в .'Iюбой точке, то получится

интерполяционныЙ процесс, сходящийся к f разномерно.
В связи с теоремой 1 возникает вопрос: существует

ли таблица узлов (1) такая, чтобы соответствующий ей
интерполяционный процесс сходился равномерно на

[а, Ь] дЛЯ всякоЙ непрерывной там функции f. Приводи 
мая ниже теорема дает отрицательныЙ ответ.

Т е о р е м а 2. Не существует таблицы узлов (1), для
котороЙ интерполяционный процесс был бы равномерно
сходЯЩUЛIСЯ на (а, Ь] для всякой непрерывноЙ там Функ-
ции f.

Множество непрерывных функций ЯВ.'Iяется слишком

широким, чтобы для Hero существовала единственная таб 
лица уз.7IОВ, обеспечивающая равномерную сходимость

3*
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интерполяционноrо процесса для всех функций множе-

ства. Существование такой таблицы возможно только

для более узких множеств функций.
.

Приведем две теоремы TaKoro типа; для формули-
ровки их необходимо будет ввести некоторые понятия.

Функция t называется абсолютно непрерывной на {а, ЬЗ,
если она представима J3 виде неопределенноrо интеrрала

х

f (х) == С + F (t) dt,
а

х Е [а, Ь]. (4)

Интеrрал здесь поннмается в смысле Лебеrа, и F (х)
есть любая функция, абсолютно интеrрируемая на {а, Ь].
Если читатель не знаком с этими понятиями, то можно

понимать интеrрал в смысле Римана и считать F абсо 
лютно интеrрируемой по Риману. Но тоrда в последуlO 
щем изложении необходимо заменить слова «абсоюотно

непрерывная функция» словами «функция, представимая
Б виде (4)>>.

т е о р е м а 3. Существуют таблицы узлов (1) Такие,
что соответствующие им интерnоляционные nроцессы
сходятся paBHOlrtepHO на [а, Ь] к t для всякой функции t,
абсолютно непрерывной там.

Таким свойством обладает, например, таблица, у ко-

торой в строке номера n стоят корни мноrочлена Чflбы-

шева. nepBoro рода степени n. Для отрезка { 1,1] мно-

rочлен Чебышева есть Тп (х) == cos (n arccos х) и корни

n 2(n k)+1
ero имеют значения Xk

== cos
2п

:те, k==l, 2, ..
.,

n.

.мноrочлены Чебышева для произвольноrо отрезка
{а, Ь] получаются из Тп (х) при помощи линейноrо пре-

1 1

образования х' == 2" (Ь + а) + '2 (Ь а) х, переводящеrо

{ 1,l] в {а, Ь]. Таблица корней мноrочленов Тп(х) (n ==

=== 1, 2, '" ) есть толы{О пример, и HeCOMHeHHO что вся-

кая друrая таблица, «достаточно близкая» к ней, будет
приводить к равномерно. сходящемуся интерполяцион-
ному процессу для множества абсолютно непрерывных

функциЙ.
rоворят, что функция t удовлетворяет на [а, Ь] усло-

вию Липшица с nоказателем GG, если при некотором
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1\1 > О Д.'IЯ ВСЯКИХ Х И у из [а, Ь] ВЫПО.:lняется неравен-

ство

1 f (х) f (у) I м I х у ja, O<a l. (5)

Множество функций f, для которых выполняется такое

условие, обозначают обычно LipM а.

т е о р е м а 4. Если за узлы интерnолироваНllЯ пpиHи 
,маются корни .мноеочлена Чебышева nервоео рода для

Gтрезка [а, Ь], то интерполяционный процесс сходится

равномерно на {а, Ь]для всякой функции f, удовлетво 
ряющей условию Лиnшuца (5), каким бы ни было

а>О.

Как простое следствие из теорем 4 или 3 может быть

ПО.lучена теорема о сходимости интеРПО.7Iирования для

дифференцируемых функций, достаточная для некоторых

ПРИ,10жений. Пусть функция f имеет всюду на {а, Ь] пер-
вую производную, и эта производная оrраничена ЧИС.'10М
М. Теорема Лаrранжа о конечном приращении позво-

ляет сказать, что из сделанноrо предположения выте;сает

принадлежность функции f классу Липшица при а === 1:

I f (х) t (у) I === 1 (х у) f' (s) I 1\1 I х у 1.

Это 'дает возможность высказать следующую теорему,
Т е о р е м а 5. Если фуН!щuя f U.4leeT оераниченную

производную на [а, Ь], то интерnоляционный прочесс, в

котором. за узлы принимаlOТСЯ корни мноеочленов Чебы-
шева nервоео рода, сходится равномерно к f на {а, Ь].

Вопрос о сходимости интерполяционных процессав,
ввиду ero большой принципиальной и прикладной ва}к-

ности, привлекал к себе в текущем столетии внимание
мноrих ученых, и было опубликовано большое количе-

ство результатов для различных возникающих здесь за-

дач; в частности, были найдены как необходимые, так и

достаточные условия, которым должна удовлетворять
таблица узлов (1) для сходимости процесса на множе-

стве функций любоrо фиксированноrо порядка rладко"
сти. Равным образом ДЛЯ некоторых типов таблиц (1);
были указаны классы функциЙ, в которых такие таблицы

приводят к сходящимся интерполяционным процессам.
Здесь невозможно дать систематический обзор даже ос-

новных результатов ввиду их мноrочисленности. Мы
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оrраничимся только небольшим количеством приведен 

ных выше теорем, но дополним их пояснениями.

Прежде Bcero отметим, что в теоремах 3 5rOBo.

рится о сходимости интерполирования в очень широких
классах функций и, так как такие теоремы должны пре-

дусматривать наличие функций с «плохими свойствами»,
то они оБЯЗdНЫ налаrать на таблицы узлов (1) весьма

оrраничительные условия. В теоремах в качестве (1)
указывались таблицы корней мноrочленов Чебышева для

отрезка {а, Ь], но, как отмечалось выше, ясно, что утвер-

ждение теорем должно быть верным для друrих таблиц

(1), «достаточно близких» к ним. Но остается неясным,

насколько обязательной является такая близость: быть

может существуют друrие таблицы, близость к которым
также достаточна для сходимости?

Заходя HeMHoro вперед, укажем, что это может слу-

читься только для MHoro более узких классов функций,
чем в теоремах 3 5:такие функции должны быть не

только аналитическими на {а, Ь], но и реrулярными в до-

статочно широкой области около [а, Ь], В следующем
пункте будет приведена теорема, из которой следует, что

если требовать сходимости интерполирования на {а, Ь]
дЛЯ всякой функции, аналитической на [а, Ь], то таб-

лица узлов должна быть такой, чтобы при больших п

узлы X ,X ,..., X , находящиеся в строке номера п,

были распределены на [а, Ь] почти так же, как и корни

мноrочлена Чебышева *).
Отступать от такой близости в отношении распреде-

ления узлов допустимо лишь в том случае, коrда мы за-

интересованы в сходимости интерполирования не для

всех аналитических на [а, Ь] функций, а рассматриваем
классы функций, реrулярных в некоторой фиксирован-
ной области, содержащей [а, Ь] внутри себя **).

Узлы, б.1изкие к корням мноrочленов Чебышева, не

всеrда удобно, а иноrда и невозможно применять в прак 
тике интерполирования. Для получения сходящеrося ин-

терполяционноrо процесса тоrда часто отрезок {а, Ь] раз 
деляют на части точками ао == а < а1 < а2 < ... <

< ар == Ь и интерполируют f не при помощи одноrо мно.

*) Точный смысл этоЙ близости указан в теореме 7 п. 3,

**) См. теоремы 8 и 9 п, 3.
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rочлена на всем отрезке {а, Ь], а для каждоrо чаСтичноrо

отрезка {ai, аНl] избирают с оиузлы и строят свой ин-

терполирующий мноrочлен P /x) некоторой степени ki .

Построенные так мноrОЧлены Pk. дают интерполиро-L

вание f на всем отрезке; но необходимо отметить, что в

точках ai, rде стыкуются соседние отрезки, интерполиро-
вание будет, вообще rоворя, неrладким и может быть

даже разрывным, если точка ai не принята за узел ин-

P
t 1

Р
!

терполирования при составлении мноrочленов kt 1и k i .

Чтобы устранить этот недостаток и построить состав-

ную функцию, rладко интерполирующую f, обычно уве-
личивают степени мночленов Pk. и берут их больше, чем

L

нужно для интерполирования ПО взятым на {ai, аНl]
узлам, При этом некоторые коэффициенты или друrие
параметры остаются произвольными. Их выбирают так,
чтобы следующий мноrочлен Pk. был достаточно rлад-

L

ким продолжением с [ai l, ai] на [ai, aHI] предыдущеrо
P
t 1

мноrочлена kt l'
Для пояснения рассмотрим частный пример. Пусть на

отрезке [О, 1] функция f задана своими значениями

fk === f(k/n) в равноотстоящих точках Хя. === k/n (k === О,
1, ..., n). Рассмотрим мноrочлен второй степени на OT 

резке [i/n, (i + 1)/n] Pi(x) === ах2 + Ьх + с и выберем ero

так, чтобы он принимал в точках х === i/n и х === (i + 1)/n
такие же значения, как и f. Мноrочлен Pi можно, оче-

видно, представить в форме суммы линейноrо MHoro-

члена, принимающеrо на концах отрезка такие же зна-

чения, как и f, и мноrочлена второй степени, обращаю-
щеrося в нуль на концах отрезка. Леrко проверить, что

такое представление имеет вид

Pt(x)===(nx i)fi+l (nx i l)ft+
+Ai(nx i)(nx i I).(6)

в каждом мноrочлене Pi остается произвольным пара-
метр A i . Выберем эти параметры так, чтобы производ-
ные от мноrочленов Pi 1и Pi В точке х === i/n, rде соеди-

няются отрезки [и 1) /n, i/n] и [i/n, (i + 1) /п], были рав-
ными. Это даст уравнение

Р; (iJn) === nfi+1 nfi nAt===F; 1(i!n)===nfi nfi 1+nAi l'
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или

Ai l+ Ai
=== fi+l 2fi + fi l=== !l2fi l' (7)

i ===' 1, 2, . .
.,

п 1.

Число парачетров А; равно п, тоrда как число урав-
нений на единицу меньше. Один из парамеТРОБ А ; OCTa 

ется rфоизвольным и может быть выбран из дополни 

TeJfbHoro условия или задан произвольно. Например,
€сли известно значение производной от f в точке х == О,
то параметр Ао может быть найден из условия

p (О) === nf 1 nfo
пА

о
=== [' (О), А() === [ + fo f 1

.

Интерполирование, которое было описано сейчас, мо-
жет быть названо сслажеННbl,М КУСОЧНblМ интерполuро-
ванuе.М, но ero часто называют сплайн uнтерпОЛUРО8а-
нием *), используя анrлийский термин.

3. Сходимость интерполирования Д.1JЯ аналитических

функции. Предположим, что f (z) есть аналитическая

функция комплексной переменной z === х + iy, реrуляр-
ная в замкнутой оБJlасти D, содержащей отрезок [а, Ь]
действительной оси х внутри себя. Как и выше, будем
считать, что узлы х7 таблицы (1) принадлежат проме-

жутку [а, bJ.
Рассмотрим следующий вопрос: как между собой

должны быть связаны область D и таблица (1), чтобы

интерполяционный процесс сходился на отрезке [а, Ь]
равномерно относительио х для всякой функции {, pery-
лярной в D?

Сначала укажем область D, реrулярность Б которой
rарантирует сходимость иитерполирования при любой

матрице (1) узлов интерполирования.
Построим два Kpyra радиуса I Ь а I с центрами

в точках а и Ь и назовем (о замкнутую область, являю-

щуюся суммой этих KpyroB (рис. 2).
Т е о р е м а 6. Для всякой функции f, рееулярной 8

замкнутой области (о, интерполяциОННblЙ процесс будет
сходиться равномерно на отрезке [а, Ь] при любой таб-

лице узлов (1).

*) Сплайн есть приспособление, позволяющее плавно соединять

дyrн разных кривых и аналоrичиое по роли лекалу.
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Область (JJ я.вляется наименьшеЙ замкнутоЙ областью,
реrулярность в котороЙ функции f rарантирует сходи-
l'>!OCTb интерполирования (1).

.

Чтобы сформудировать дальнейшие теоремы, нам не-

обходимо ввести понятие о предельноЙ функции распре-
деления. Пусть единичная масса любым образом распре 
делена на отрезке [а, Ь]. Возьмем на {а, Ь] произвольную
точку х, отличную от Ь, и обозначим ft(x) сумму масс,
лежащих на отрезке cTporo левее точки х. При х =:::: Ь по-
ложим ft(b) == 1. Так опреде 
ленная функция  t(X), оче 

видно, обладает следующими
своЙствами:

1) ft(a)==O;
2) ft (х) есть монотонная

неубывающая функция от х на

[а, Ь]; при этом она непрерыв-
на слева в любоЙ точке, ле 

жащеЙ внутри [а, Ь];
3) ft(b) === 1.

Всякую Функцию  t(х), об 

ладающуlO этими тремя свой 

ствами, будем называть функцией распределения на

отрезке {а, Ь]. Она может быть разрывной и не везде
иметь производную. В частных же случаях  t(х) может
быть дифференцируемоЙ:

dll (х)
,

( )JX:==p Х.

/6) "

". \,

I
\

/ \
lI J у Ь.

\
\ I
\ /
'\ /\;
" /

Рис. 2.

(8)

Функция р(х) есть плотность распределения .масс, и че-

рез нее ft(x) имеет следующее выражение:
х

ft (х):== p(t)dt.
а

(9)

Пусть дана последовательность функций распределе 
ния  tп(x) (п == 1,2, '" ). Принято называть последо 

.

BaTe.1JЬHOCTЬ ftп (х) сходящейся в основном к функции
распределения ft(x), если во всякоЙ точке непрерывности
ft(x), лежащеЙ внутри [а,Ь], будет l1п(X)"""'ft(X); функ-
цию f.t (х) называют предельной функцией распределения
для последовательности l1п.
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Возвратимся к матрице узлов интерполирования (1)'
и рассмотрим ее строку номера n. Каждому из узлов X 

припишем массу 1/n и обозначим через !tn (х) Соответ-

ствующую функцию распределения. Будем считать, что

последовательность !tn (х) имеет предельную функцию

распределения !t (х), Ее называют предельной функцией
распределения узлов таблицы (1). Предположим, что

такая функция существует. Как будет следовать из при-

водимых ниже теорем, она определяет область реrуляр-

ности " достаточную для равномерной сходимости ин-

теРПОJIяционноrо процесса с таблицей узлов (1).
Т е о р е м а 7. Пусть узлы таблицы (1) принадлежат

отрезку [ 1,1] и таблица имеет следующую предельную
функцию распределения узлов *):

х

1 r dt
!t (х) ===

n J -v 1 х2
'

 I

I

Р (х) === n 1(1 x2) 2. (10}

ТОсда интерnоляционный процесс будет сходиться равно-

мерно на [ 1, 1] для всякой

функции " аналитической на

заJ tКНУТОМотрезке [ 1,1].
Верна также теорема, кото-

рую можно считать обратной для

теоремы 7.
.

Теорема 8. Пусть узлы таб-

лицы (1) лежат на отрезке

[ 1,1], и пусть интерnоляцион-
ный процесс по узлам этС{й таб-

лицы (1) сходится во всех точ-

ках х Е [ 1,1] для любой функ-
ции, аналитической при 1

х 1. Тосда таблица (1)
имеет ( 1 О) своей предельной функцией распределения.

Рассмотрим теперь важный для приложений случай
равноотстоящих узлов. Пусть отрезок интерполирования
есть [О, 1], и за узлы интерполирования приняты точки

Xk === k/n (k === О, 1, ..., n). Предельная плотность рас-

пределения узлов при n --+ 00 здесь есть, очевидно, вели-

 1

10
1

Рис. 3.

*) Функцию /1(Х), указанную в (10), называют функцией Чебы-
шева. [рафик соответствующей плотности приведен на рис. 3.
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чина постоянная, р (х) =-, 1, и функция распр€де.'lения
есть !l (х) == х.

Представляет интерес выяснить, для каюту функций
можно быть уверенным в Сходимости интерполирования
при узлах хп == kjn. Ответ дает

т е о р е м а 9. Если аналитическая функция t (z) peey 
лярна в замкнутой области D, содержащей отрезок {О, 1]
и оераниченной линией с уравнением

х lп -Ух2 + у2 + (1 х) lп -У(1 х)2 + у2

 yarctg
у

? 1, (11)х х
2

y 

то интерполяционный процесс с узлами Хп == kjn (k == О,
], ..., п) сходится к t paBHOhtepHO на {О, 1] при п --+ 00.

Область, оrраничен 
ная линией (11), изобра 
жена на рис. 4.

Наконец, укажем Teo 

рему, устанавливающую
связь между областью D 1
реrулярности t и функ 
цией /-1 (х) в более общем
случае. Будем считать,
Что таблица (1) имеет

Рис. 4.
предельную функцию pac 
пределения узлов !l (х), и построим при ее помощи лоrа 

рифмический потенциал

ь

U(Z)==U(Х,У)== IПIt ZId/-1(t), z==x+iy. (12)
а

Интеrрал здесь понимается в смысле Стилтьеса. Чита-
тель, не знакомый с такими интеrралами, может пони 
мать интеrрал в обычном смысле Римана, что можно
сде.lать в С,JIучае, коrда /-1(Х) имеет непрерывную Произ-
водную, и заменить d/-1(X) на p(x)dx, rде р(х) есть плот 
ность распределения узлов.

КОМплексная переменная z считается лежащей вне

{а, Ь]. Функция и (z) rармоническая вне отрезка [а, Ь].
Рассмотрим ее линии уровня lc:

и (z) == и (х, у) == с. (13)
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Коrда z удаляется на бесконечность, то и (z) будет CTpe 

миться к 00. При отрицательных с, больших по абсо 

,1ЮТНОМУ значению, lс будет близка к окружности боль-

шоrо радиуса с центром в середине [а, Ь]. При возраста-
нии с линия lс будет сжиматься к отрезку [а, Ь], и ПрИ

некотором значении с л она коснется впервые отрезка

(а, Ь]. Возьмем линию l'}... Ее уравнение есть

U(х,у) л. (14)

Она содержит отрезок [а, Ь] внутри себя, но в каких то

точках одной или нескольких касается ero. Примем
область, оrраниченную линией уровня l'}.., за область D,

присоединив к ней саму линию 1')...
Т е о р е м а 10. Если аналитическая функция f pecy 

лярна в ЗаАtКнутой области D, то интерполяционный пpo 

цесс, определяемый таблицей узлов (1), будет сходиться

к f на отрезке [а, Ь] равномерно относительно z *).
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rЛАВА 2

СИСТЕМЫ ЛИНЕйНЫХ

АлrЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИй

1. Введение

Линейные системы имеют в вычислениях очень боль 
шое значение, так как к ним может быть приведено при-
ближенное решение широкоrо Kpyra задач. Теория этих
систем сравнительно проста и доведена во мноrих частях

до совершенства. Что же касается практюш решения си-

стем, то наши возможности еще сильно отстают от по-

требностей. Здесь MHoroe зависит от порядка системы,
т. е. от числа уравнении и неизвестных в ней. С увели-
чением порядка чис.'Ю операций, нужных для решения
системы, быстро растет.

Число операций, требующихся для решения, зависит
не ТО.1ЬКО от порядка системы, но также от выбора ме-

тода вычислений. Поясним это примером. Предположим,
что даиа система п уравнений с п неизвестными и с оп-

ределителем, отличным от нуля. По теореме Крамера
система имеет единственное решение. В этой теореме
указывается явное выражение для значений неизвестных
в виде отношения двух определителей порядка п, при
этом число различных определителей в отношениях

равно п + 1.
Пусть для нахождения решения мы хотим воспользо-

ваться теоремой Крамера, при этом детерминанты будем
вычислять по их обычному определению, как сумму со
знаками п! произведений элементов по одному из каж-

дой строки и каждоrо столбца. Леrко можно под-

считать, что для нахождения решения нужно будет
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приблизительно п
2п! умножений и делений *). Уже при

п === 20 это число приблизительно равно 1021 и является

настолько большим, что становится ясной невозмож 

ность решать указанным путем на современных маши 

нах систему даже двадцати уравнений.
Чтобы было возможным решение систем большоrо

числа уравнений, необходимо изменить метод вычисле 

ний и сделать ero менее трудоемким. Такая задача при 
влекала внимание очень большоrо числа лиц и было

указано MHoro методов решения линейных систем, пре-

следующих не только основную цель уменьшения числа

операций, но и друrие цели, о которых будет идти речь

ниже. Эти методы СТРОIЫIИСЬ как для систем общеrо вида

с любыми коэффициентами, так и для систем специаль 

ных форм, например, получающихся при численном pe 

шении дифференциальных уравнений.
KaKoro сокращения вычислительной работы здесь

можно достиrнуть, мы поясним следующим примером:

в методе исключения при применении схемы единствен 

Horo деления для решения системы п уравнений Tpe 

буется, как выяснится ниже, (2п
2
+ 9п + 1) умножениЙ

и делении. При больших п эта величина во MHoro раз

меньше, чем п
2п!. Так, для п === 20 она имеет значение

3270, и поэтому система двадцати уравнений по этому

методу может быть быстро решена.
Возможность уменьшить число арифметических и ло 

rических операций, необходимых для решения систем,

имеет не только и даже не столько экономическое значе-

ние. Она позволяет увеличить порядок систем, поддаю 

щихся численному решению на ЭВМ, и расширяет Kpyr

прикладных задач, которые можно решать путем вычис-

лений. Последнее же является весьма важным обстоя 

тельством.

Методы решения систем уравнений обычно разделяют
на две большие rруппы. К первой rруппе относят ме-

тоды, которые принято называть точными: они позволяют

для любых систем найти точные значения неизвестных

*) Мы подсчитываем эти операции, К3!, более длительные по

сравнению со сложеннем и вычитанием,
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после конечноrо чис,'!а арифметических операциЙ, каж 

дая из которых выполняется точно.
Ко второй rруппе относят все методы, не ЯВЛЯlOщиеся

точными. Их называют обычно итерационными, и точные

решения в них получают в результате бесконечноrо про-
цесса приближений. Особое место среди них занимают

вероятностные методы, в основу которых подожены со-

ображения, взятые из теории вероятностей. На таких ме-

тодах мы не будем останавливаться и заметим лишь, что
они MorYT быть особенно полезны в том случае, коrда
число неизвестных в системе и число уравнений будут
весьма бодьшими,

2. НеIюторые сведения о векторах и матрицах

Здесь будут рассмотрены дополнительные к обычным

курсам алrебры сведения о нормах векторов и матриц
и о предельном переходе для них, необходимые для по-

.

нимания последующеrо ИЗ.ТIOжения.

1. О сходимости последовательностей векторов и мат-

риц. Пусть в п-мерном векторном пространстве дана
последовательность векторов Xk == (Х7, X , ..., x ),
k == 1,2, ...

Вектор Х == (Xl, Х2, ...,
Хп ) называют пределом этоЙ

ПОС.1едовательности, если существует каждый из п ука-
занных ниже пределов и

liт X == Х.
k oo

t
.'

(i== 1, 2, .,., п).

Анзлоrично, если дана последовательность квадрат-
ных матриц Ak == (a7i) (k == 1, 2, ... ), то матрица
А == (aij) называется предело.м этой ПОС,1едовательно-

сти, если существуют п2
указываемых ниже пределов и

перны равенства

liт a .== а..
с t] t]
,, OO

(i, j== 1,2, ..., п).

Сходимость последовательности позволяет определить
сход.имость векторных и матричных рядов. Например,
если дан бесконечный матричный ряд А 1 + А 2 + .,.,

то

rоворят, что он сходится к сумме S == (Sij), если
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конечная сумма Sk === Аl + А 2 + ... + Ak будет cxo 

диться к S при k 00; иначе rоворя, если верны п2
чис 

ленных равенств
00

L a .=== s.. (i, j === 1, 2, .,., п).
k l

'! '!

Определенная так сходимость часто называется сходи 

.МОСТЬЮ по составляющим,
В следующем пункте будет определена сходимость

друrоrо вида по норме, но в СJIучае векторов и матриц

конечной размерности эти две сходимости оказываются,

как будет выяснено ниже, равносильными. Вторая же

сходимость будет введена потому, что во мноrих случаях

ею пользоваться более удобно, чем первой.

2. Нормы векторов и матриц. Норма вектора может

быть определена мноrими способами в зависимости от

условий задачи и целей исследования, но при всяком оп-

ределении она должна удовлетворять указываемым ниже

трем УСJIОВИЯМ, которые являются аксиомами общей или

абстрактной нормы.
Нормой вектора х называют деЙствительное число

Ilxll, удовлетворяющее условиям
1) Ilxll> О, если х =1= О, и 11011=== о;
2) IIcxll === I с Illxll при любом численном множителе с;

3) IIx+ yll::;;;;lIxll+llyll.
Отметим полезное неравенство, просто вытекающее из

аксиом:

IIX yll>lllxll llylll. (1)

ДеЙствительно,

I!xll ===IIХ у + yll llx yll +11 YII, Ilx у 11>lIxll Ilyll,

Аналоrично

11 х у 11 === 11 у х 11 > 11 у 11 11 х 11 === (11 х 11 11 у 11 ),

Сравнение двух полученных результатов доказывает

справедливость (1).
rоворят, что последовательность веКТОрОВ Xk сходится

К вектору х по 1iор,ие, если Ilx xkll--+O (k--+oo). Это

определение сходимости не зависит от Toro, будет ли

векторное пространство иметь конечную или бесконеч.
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ную размеРНОСТi:>, Если раЗl\1lерность имеет конечное зна-

чение n, то сходимость по норме и схо,:щмость по компо-

нентам равносильны, как видно из приводимой ниже тео-

ремы.
Т е о р е м а 1. Для ТОсО чтобы последовательность век-

торов Xk === (x ,. .
., x )сходuлась к вектору х == (Х1, ,..

...,
хn ) по составляющuJ.t, необходимо и достаточно,

чтобы она сходuлась к х по HopAle: Ilx xkll--+ О (k --+ (0).
д о к а з а т е л ь с т в о. ПровериУ! необходимость.

Пусть x}--+xi (k--+ oo , i==l, "', п). Введем векторы

е! === (I, О, . , .
, О), е2 === (О, 1, О, . . .

, О), . . .
,
еn

=== (О, . . ,
, О, 1).

При помощи НИХ можно записать равенство

n

Х Xk === ,2: (Х; xj) e
i

.

L l

ЕСvlИ обозначить тах Ii ei 11 == N, то на основании
i

аксиом нормы получим
n

Ilx Xk II<N L \ Х, x
k

\ ,

i l
L 1

Отсюда видно, что Ilx xkll--+ О (k --+ (0), и последова-

тельность хн. сходится к х по норме.
Достаточность проверяется почти так }ке просто.

Предположим, что I!x xkll--+O.Так как

11 Xk 11 === 11 х + (x
k

х) 11 <11 х 11 + 11 Xk Х 11,

то 11 Xk 11 при k === 1, 2, . .. будет оrраниченной величиной:

11 Xk 11 < м. Покажем, что будет также оrраниченной ве-

личина Ck=="lx l+... +lx 1(k===I,2,...). Допустим
противоположное и предположим, что существует такая

последовательность номеров k!, k 2 , ..., что Ck
m

--+

00 (т --+ (0). Изменяя, если ну}Кно, нумерацию, можно

считать, что Ck --+ 00 (k --+ (0).
По xk построим новую систему векторов yk == J.... xk

.

C
k

Для нее, очевиднО,

I yf I + ... + I y I === C \ xf I +
1

+ \ Xk \ === 1.
c
k

n
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Поэтому составляющие векторов у" оrраничены в сово-

купности, и можно выбрать из у" частичную последова-
k

тельность у т, сходящуюся по составляющим к HeKOTO 

рому вектору у. Изменяя нумерацию, можно считать, что

этой СХОДЮ.юстью об,'!адает последовательность у":

Y7 Yi и===1,2,...,п).

Так как I Уl! + ... + I уп I === 1, то предельный вектор

у == (YI, ..., Уп) не является нулевым. Но

11 у 11 === 11 yk + (у yk) 11 11 yk 11 + 11 у yk 11

+ 11 Xk 11 + 11 у kkll.
k

Левая часть не зависит от k; в первом члене правой ча-

сти Ilx"ll:::;:; м и С" -...+ 00 при k -...+ 00, второЙ же член

стремится к нулю, так как из сходимости yh по состав-

ляющим к у следует сходимость по норме. Поэтому пра-
вая часть стремится к НУ,1Ю; С"1сдовательно, lIyll == о и

у == О, что противоречит предыдущему.
Последнее доказывает оrраниченность в совокупности

величин C
k

и х7 (k == 1, 2, . . .). Отсюда вытекает воз-

можность выбора последовательности индексов k, для

которой существуют КО:J:ечные пределы 1;i === liт х7 (i ==
k

== 1, . .
., п) и, стало быть, существует для Xk предель-

ный вектор 1; == (1;1' ..
., 1;rJ в смысле сходимости по со-

ставляющим.

Осталось убедиться в том, что всякий предельныЙ
вектор 1; совпадает с х. Оценим норму разности х 1;:

11 х 1; 11 === 11 (х xk) + (X
k

1;) 11 11 х Xk 11 + /1 s Xk 11.

Левая часть не зависит от .k, что же касается правоЙ ча-

сти, то коrда k пробеrает последовательность значениЙ,

при котороЙ х" s по составляющим, Toi!1; xhll....)o- О,
как выяснено в начале доказательства теоремы, и Ilx
 xhll....)o-о по предположению о СХОДИ:VIОСТИ х" К Х по норме.

ПОЭТО:v1У Ilx 1;11 == о и 1; == х. Из доказанноЙ теоремы и

из неравенства (1) вытекает непрерывность зависимости

нормы вектора Ilxll от составляющих xj, ...,
хп . В са-

мом деле, если последовательность х" векторов сходится
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по составляющим Xi к вектору Х, то она будет сходиться:

и по норме ilx Xkli.Но тоrда ввиду (1) будет

Ijx
k

11 11 xll O (k (0) и 11 Xk II IIxlI.

Укажем теперь наиболее часто применяемые нормы

векторов.
1. Первая, кубическая норма

11 х 11I == тах 1 xi 1.
i

Эта норма называется кубической в связи с тем, что MHO 

жество точек действите<1ьноrо пространства, удовлетво 
ряющих условию IlxH! 1, образует единичный куб

1 Xi 1 (i == 1, . .
., п).

2. Вторая, октаэдрическая НОрЛ1а

n

IIxllll == L 1 Xi 1.
i l

Название связано с тем, что мноЖество векторов, для

которых IIхllп 1, образует п мерныйаналоr октаэдра.

3. Третья, сферическая, или евклидова норма

11 х IIш == [itl 1 xi 12J/2 == [(х, х)]1/2 == I х 1.

Множество векторов х, для которых IIхllш 1, образует
в пространстве шар единичноrо радиуса.

Можно просто проверить, что во всех трех приведен 
ных примерах аксиомы нормы выполняются. Для первой
и второй норм выполнение их является очевидным. Для
третьей нормы выполнение первой и второй аксиом TaK 

же является очевидным; что же касается третьей аксио 

мы неравенства треуrольника то это есть известное

в математическом анализе неравенство Коши

[
n

]
112

11 Х + у н == i lI Xi + У i 12

[
n

]
112

[
n

]
1/2

i 11Xi 12 + i 11Yi 12 == 11 х 11 + 11 У 11.
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Пусть А есть матрица размерности n Х n. Нормой
.А1атрицы А называют число ilA 11, удов еТВОРЯlOщееусло 
виям

1) '!АII > q, если А =!= О и 110/1 == о;
2) при вся)о..')м численном множителе с

/1 сА 11 === 1 с 11/ А 1/;

3) 1/ А + в 1/ < 11 А 1/ + 11 в 1/;
4) /1 АВ 1/ < 11 А iI . 11 в 11.
Как и в случае векторов, можно показать, что для

нормы матрицы верно неравенство

11 А В 1/ 11/ А 11 11 в 111 (2)

и что сходимость последовательности Ат матриц к А по

составляющим равносильна сходимости по норме: IIА

 Amll..-+O (т..-+оо).
Отсюда- и из (2) вытекает непрерывность зависимости

нормы матрицы IIА 11 от элементов aij матрицы. В боль-

шом числе вопросов приходится одновременно рассмат-

ривать матрицы и векторы, и поэтому нормы их рацио-
нально вводить так, чтобы они были в какой то мере
соrласованными. Обычно rоворят, что норма матрицы А

сосласована с нормой вектора, если для всякоrо вектора
х размерности n выполняется неравенство

11 Ах 11 11 А 11. 11 х 11. (3)

Среди соrласованных норм матрицы часто, особенно

при получении оценок, чтобы сделать их точными, изби-

рают наименьшую. В неравенстве случай Hy.тreBoro век.

тора х интереса не имеет, так как Torдa обе части (3)
обращаются в нуль. Можно ,считать 11xll =1= О, а (3) взять

в форме IIAyll IIAI!, у == x/llxll, 11уll === 1. Последнее оз.

начает, что соrласованная норма матрицы должна быть

верхней rраницей норм векторов Ау, при условии ilyll ==

== 1. Наименьшей же соrласованноЙ нормой будет точ-

ная верхняя rраница множества значений IIАуll при

Ilyll === 1:

11 А 1/ === шах 1/ Ах 11. (4)
IIxll ]

Она называется нормоЙ матрицы, подчиненноЙ норме
вектора.
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Отметим, что в опреде.пеюш (4) Ах есть непрерывная
функция от х, и она рассматривается на оrраниченном
замкнутом множестве векторов, для которых Ilxll === 1.

Поэтому максимальное значение IIAx/l достиrается, и су-

ществует такой вектор Х0> что Ilxol/ === 1 и IIAxol1 ===

=== тах '!Ах" === HAII,
Указанные выше четыре аксиомы абстрактноЙ нормы

матрицы оставляют широкие возможности выбора нор-
мы, и она может быть задана мноrими способами.

Приведем примеры подчиненных норм матрицы,
ПI. Треп.я, или сферическая, норма вектора

11 Х /11 === тах 1 Х; 1.
i

Оказывается, что подчиненная этоЙ норме вектора норма
матрицы есть

11

11 А 111 === тах 2:1 аи ;1,
i j 1

(5)

П. Вторая, или октаэдрическая, норма вектора

11

llх/lп === L: 1 Х; 1.
i 1

Подчиненная ей норма матрицы есть

11

/1 А /lп === тах L I ajj 1,
i i 1

(6)

ПI. Третья, или сферическая, норма веюора

[
11

]
1/2

П Х .llш === i l1 Х; 12 .

Подчиненная ей норма матрицы ЯВJIяется следующеЙ:

11 А l! === -VА! . (7)

Здесь Л1 есть наибольшее собственное значение мат-

рицы А*А, rде А* Эрl\1ИТОВQсопряженная сА.
Во всех трех приМерах утверждение о подчиненной

норме матрицы БЫJIИ высказаны без доказательств.

В примерах 1 и П доказательства получаются просто, и.
мы на них не станем останавливаться. HeMHorO более
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сложно доказывается утверждение в примере IH, и на

нем мы остановим внимание.

Покажем, что все собственные значения матрицы А *А
ЯВЛяются деЙСТБите,lЬНЫМИ инеотрицательными ЧИС,!Iами.

Для этоrо воспользуемся известным правилом переста-
новки матричноrо со:\шожителя в скалярном произве-
дении: (Вх, х) === (х, В*х). Пусть А есть собственное зна-
чение А*А, и х =1= О соответствующий ему собствен-
ный вектор. УмноiКИ'\1 почленно равенство А*Ах === Ах
На )с справа. ВОСПО.lьзовавшись тем, что (.11*Ах, х) ===

<== (Ах, (.11*)* х) === (А t, А 'С) === 1/ Ах 11тн и (Ах, х) === А (х, х)===
<== А 11 х 11;11' получим

1/ Ах I/TIl === А 11 х !ITII'

Отсюда сразу С,lедует А О.

Напомним, что матрица В называется эрмитовой,
если В*:::::: В. Интересующая нас матрица А*А яв-

ляется эрмитовой, так как (А*А)* == (А)*(А*)* == А*А.

Относите,1IЬНО же ЭРМИТОВЫХ матриц в алrебре доказы-

вается, что они обладают ПО,1Iной системой п собствен-

НЫХ векторов, которые можно взять ортоrональными.

Пусть собственные значения А *А перенумерованы
в порядке убывания

Аl>А2>'" >Аn>О

и отвечающие им собственные векторы суть

xl, х
2

, "', хn.

Можно считать ИХ ортонормированными.
Возьмем произвольный вектор х с единичноЙ нормой

и разложим ero по собственным векторам:

n

 "i
Х L., aix .

i 1

Цля коэффициентов ai разложения должно вЫполняться

равенство
n

11 х IITll === (х, х) == L I ai 12 === 1.
i 1
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Оценим норму матрицы сверху и снизу:

11 Ах IIYJI === (Ах, Ах) === (х, А*Ах) === (х, Ах) ==

== ( aixi,А aix
i

) == Ai I ai 12 AI I ai 12 == А1 .

Значит,

11 А 11ш == шах 11 Ах 11ш -vАl .

х

Если в качестве х взять первый собственный вектор
хl, то

11 AX1llYlI == (х 1
, А"Ах') === (X

I
,.A 1X

l
) == Alllx

l

IIYJI ==Аl .

Поэтому

11 А IIш == шах 11 Ах 11ш > 11 Ах
1

IIIII ==-VА 1 .

х

Сравнение полученных оценок позволяет сказать, что

верно равенство (7).

3. Сходимость матричной rеометрической проrрессии.
Относительно численной rеометрической проrрессии

1 + а + а
2 + '" + а

т + ...

известно, что она сходится при условии I а I < 1, и сумма
ее равна (l a) I.Мы постараемся выяснить условия,
при которых будет сходиться !i1атричная ееометрическая

nросрессия

Е + А + А2+ ... + Ат + ..., (8)
и наЙти ее сумму,
Л е м м а 1. Для стремления Ат к нулю при т ---+ 00

необходимо и достаточно, чтобы все собственные значе 

ния матрицы А по модулю были меньше единицы.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся известной в ал-

rебре теоремой о приведении матрицы к канонической

форме Жордана: для каждой матрицы А существует
f!еособенная матрица С такая, что А представима
в форме

А == CIC I,

rде 1 есть квазидиаrональная матрица [II, (1..,1),
..

., lt
r (),,)J, 1..,1' 1..,2, ..., л'r собственные

(9)

11,(1..,2),...
значения
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матрицы А, r число линейно независимых собственных

векторов матрицы А И It (Л) есть ящик Жордана по 

рядка ':

[
Л О О... О 0

J
1 л О ... О О

It СА) ==

0..1. ..... 0..0
.

000...1"

r

При ЭТОМ, если п есть порядок матрицы А, то L ii == п.

i 1

Из (9) вытекает

А
т
== CIc 1. CIC I. . CIC 1== ClnlC l.

Поэтому Аtn
И ТN одновременно стремятся к нулю при

т oo.С друrой стороны, 1т ==[I (ЛI)'..., 17;. (лr)], и

условия сходимости 1т О равносильны условиям cxo 

димости 17' (Л) о (т >00). При помощи несложных BЫ 
числений можно показать, что

17' (л) ===

лm О О О О

(л
m )' 'Лm О О О

11

;, ('Лту' 1т-(7,ту '),т ... о о

. . .

1
(лm)(t 1)

1
(лm)(t 2) .., *' р,ту "т

(t 1)! (t 2)!

Диаrональнымн элементами ЯВЛЯЮТСЯ ')"т, а чтобы
они стремились к нулю, ДОЛЖНО ВЫПОЛНЯТЬСЯ условие

I 'А < 1. Вместе с тем это условие достаточно для cxo 

димости п:t ('А) О, так как (л.т)щ О для i == О, 1,...
.., t 1.

Условие I лi f < 1 должно выполняться при i == 1, ..,

, ,
.,

r. Это доказывает лемму.
Полученный признак хотя и дает полное решение во-

проса о сходимости Ат О, но требует достаточно хоро-
ших сведении о собственных значениях лi. Укажем более

удобныЙ достаточный во мноrих случаях признак.
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л е м м а 2. Для стреАtления А т к нулю при т --+ 00

достаточно, чтобы какая лuбоНОрАИ .матрицы А была
меньше единицы.
Д О К а з а т е л ь с т в о. ДЛЯ ВСЯКОЙ нормы выполняют 

ся неравенства

110 Amll ==="Amll IIAm III'IIAII ...  IIAllт,

и если IИII < 1, то 11O Атll--+ О (т --+ (0), т. е. Ат--+ О.
Докажем еще одну лемму.
Л е м м а 3. Модули собственных значений .матрицы

не превосходят любой из ее НОрАЕ.
Д О К а 3 а т е л ь с т в о. Возьме:,<! любое 8 > О И по-

строим вспомоrательную матрицу
1

B===
IIAII+e

A ,

Очевидно, что

I IIAII
11 В 11

11 А 11 + е
< 1,

и, стало быть, по лемме 2, Вт --+ О (т --+ (0). Поэтому,
ввиду, леммы 1, B собственные значения В по модулю
меньше единицы. Но они отличаются от собственных
значений А Множителем (IИII + 8) 1.Поэтому для каж-
доrо собственноrо значения '), матрицы А выполняется

неравенство (IIА!! +8) 11'),1< 1, или 1'),1 < IIAII +8. ТаК
МаК 8 есть Произвольное положительное число, то долж 
НО быть 1'),1 IIAII.

Перейдем к rеоиетрической проrрессии (8).
Т е о р е м а 2. Для тоео чтобы ряд (8) сходился, He 

обходи.ио и достаточно, чтобы все собственные значения
.матрицы А были по .модулю Аtеньше единицы. При вы-

полнении ЭТОСО условия .матрица Е А ИJ,tеет обратную
и верно равенство

Е === А + А
2

+ ... + А
m

+ ...
=== (Е A) I. (10)

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. ВО ВСЯКОМ СХОДящемся число-

вом ряду ero Ч.1Jен номера т стремится к нулю при
т --+ 00. Сходимость же матричноrо ряда равносильна
сходимости п2

числовых рядов, и поэтому в сходящемся

матричном ряду ero член номера т также стремится
i{ нулю при т --+ 00. Следовате.'lЬНО, если проrрессия,
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стоящая слева в (10), сходится, то Ат--+о (т--+ оо );
последнее же раВНОСЮIЬНО тому, что для собственных

значений Лi (i === 1, ..., п) матрицы А выполняется не-

равенство I Лi I < 1. Этим доказана необходимость усло-
вия теоремы.

Проверим достаточность условия. Пусть неравенства

I Лi I < 1 (i === 1, ..., п) выполнены. Собственные значе-

ния E Aравны 1 Лi(i=== 1, ..., п) и будут отличны

от нуля. Значит, определитель матрицы Е А, равный

произведению всех собственных значений ее, взятому со

знаком + или .......:, также отличен от нуля, и обратная
матрица (Е A) 1существует.

Если обе части тождества

(Е+А+... +Aт)(E A)===E Aт+1

умножить справа на (Е  A) I,получим следующее вы-

ражение конечной суммы проrрессии:

Е+А+ ... +Am==(E A) I Am+1(E A) I.

Коrда т--+ 00, отсюда, ввиду Ат+1--+0, следует равен-
ство

Е+А+ ... +А
т

+ ... ==(E A) l,

показывающее, что rеометрическая проrрессия сходится

и имеет указанную в теореме сумму.

Приведем еще теорему, дающую достаточное условие

сходимости проrрессии, более простое для проверки и яв-

ляющееся простым следствием леммы 3 и теоремы 2.

т е о р е м а 3. Если какая-либо из норм матрицы А

меньше единицы, то просрессuя (8) сходится.

Скорость сходимости проrрессии позволяет оценить

т е о р е м а 4. Если [[А 11 < 1, то верно неравеl-tство

"(E A) 1 (E+A+...+ Am)ll< 1 11IAII IIAllm+1.

д о к а з а т е л ь с т в о. При условии НА 11 < 1 из Teo 

ремы 3 и (1 О) следует равенство

(E A) I (E+A+...+Ат)==Ат+1+Аm+2+ ...
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и, стало быть,

II(E A) 1 (Е + А + ... + Am)ll 

 IIAllm+l+IIAllт+2+... == 1 11IAIIIIAllm+1.
3. Методы исключения неизвестных

1. Метод [аусса, схема единственноrо деления. Нач-

нем с ИЗ.'10жения метода Таусса, идеи которorо известны

из школьных курсов математики. Он может осуществ-
ляться при помощи мноrих вычислительных схем и при-

водится, как будет видно из дальнейшеrо, к преобразо-
ванию заданной системы к эквивалентной системе

с верхней треуrольной матрицей.
Рассмотрим достаточно удобную для вычислений

схему единственноrо деления. Предположим, что дана

система

a 11x 1 + а12Х2 +

a21xl + а22Х2 +

+ аlпХп
== 11,

+ а2пХп == 12, (1)

ап1Х l + аn2Х2 + + аппХп == 1п'

Ее преобразование связано с выбором порядка, в кото-

ром будут исключаться неизвестные. Оставим сеЙЧас BЫ 

бор произвольным И О принципах ero будем rоворить
ниже.

Выберем какое-либо уравнение и какое-либо неизве-

стное в нем. Единственное условие, которое должно быть

соблюдено при выборе, состоит в том, что коэффициент
при избранном неизвестном должен быть отличен от

нуля. Переставляя, если необходимо, уравнения и изме 

няя места неизвестных, можно считать, что избрано пер 
вое уравнение, неизвестное Хl, и при этом а1! =1= О. Раз 

делим уравнение на alI и приведем ero к виду

Хl + b12X2 + ... + Ь1пХп
== gl' (2)

Исключим теперь Х1 из остальных уравнений систе-

мы. Будем умножать (2) последовательно на а21, а31, .,.

. . . ,аnl и вычитать из BToporo, TpeTbero .,., последнеrо
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уравнения системы, Преобразованные так уравнения

будут иметь форму

a22 ,jX2 + а
23,1

Х
З + ,.. + а

2л . j
Х
п

=== [ 2 . 1 ,

(3)

а
п2 ,1

Х
2 + а

пЗ . l
Х
З + ... + а

пп . 1
Х
п

=== fп.Р

a
j /. I

=== a
jj

b1j
. a

j ! (i, j;;;:: 2), fi1 === f j ajjgj
.

Они образуют систему п 1 уравнений с неизвестными

Х2, .,.. Хп . Порядок ее на единицу меньше, чем у исход-

ной системы. К ней можно применить такое же преобра-
зование: выбрать в неи уравнение и неизвестное с коэф-
фициентом, отличным от нуля, привести этот коэффи 
циент к единице, исключить неизвестное из прочих урав-

нений и т. д. до тех пор, пока такие преобразования воз;

можны, т. е. либо коrда.мы переберем все уравнения си-

cTeMbi, либо коrда в оставшихся уравнениях не будет
коэффициентов, отличных от нуля.

Предположим, что было ПРО;:I,елано т шаrов преобра-
зований, rде т < п, и при этом новая система приняла

вид

Х1 + Ь12Х2 + Ь1зХз + ... + b1nxn === g!,
. . . . . . . . . . . . . . . . .

Хт + Ьтт+ 1
Хт+1 + ... + ЬтпХп === gm,

O===fт+l,m,
(4)

0=== [п, т'

Если среди свободных членов [тн, т, ..., [п, т будут ОТ-

личные от нуля, система не имеет решения, и уравнения
заданноЙ системы (1) являются несовместными. Если :ж:е

свободные члены fт+1, т, .." fп, m все равны нулю, по-

следние п т уравнений системы (4) выполняются тож-

дественно, и система приводится к первым т уравне-

ниям. Из них MoryT быть наfщены неизве'стные Х1, .,.

. , .,
Хт . Друrие неизвестные Хт+l, ..., Хп остаются про-

извольными и им можно придавать любые значения.

В этом случае заданная система является неопреде-

ленной,
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Пусть т === п. Тоrда после преобраЗОRаний подучится
система

Х1 + bl zX2 + Ь12Хз + ,.. + bJnxn == gl'

Х2 + Ь:l.ЗХЗ + ... + Ь2nХn == g2'
. . . . . . . . . . . . . . (5)

Xn 1+ bn lnXn== gn l'
Хn

== gn.

Последнее уравнение дает значение Хn , из предпослед 
нпо уравнения находится Xn 1И т. д.

Приведение системы (1) к виду (5) называют пря 
Ji.tbUI1 ходом метода [аусса, нахождение же Хn, Xn l,...

..., Х] из системы (5) обраТНbtJИ ходом этоrо меТQда.
ЧИС<'IО операций умножения и де,'!ения, которые вы-

пОлняются в схеые единственноrо деления *), равно

(2п2
+ 9п + 1), что леrко может быть проверено.

В вычислениях, чтобы избежать ошибок, обычно при 
меняют контрольные операции, которые позвОляют сде-
лать весьма мало вероятным наличие арифметических
поrрешностей. В методе [аусса таблицу коэффициентов
йц и свободных членов fi принято дополнять столбцом
сумм коэффициентов отдельных уравнений и соответ-

n

ствующих свободных членов: Si == L аи + fi' Столбец
j I

таких сумм помещают рядом со столбцом свободных
членов fi и проделывают с Si такие же действия, как и

с fi. Контролем будет то обстоятельство, что в каждом

вновь полученном уравнении сумма ero коэффициентов
и свободноrо члена ДОЛ2кна совпадать с вновь получен-
ным значением вспомоrательнои величины Si.

Напомним, что на каждом шаrе прямоrо хода выби-
раются уравнение и неизвестное, подлежащее исключе-
нию из прочих уравнений, Это равносильно выбору
коэффициента в матрице системы, и ero называют Be 

дущuм для выполняемоrо шаrа преобразований. Он
должен быть отличным от нуля. Последовательность

*) Считая и операции с очевидиым результатом, такие, как дe 
ление числа иа себя и умножение едииицы па число.
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ведущих коэффициентов зависит от системы и указы 

вается в ходе вычислениЙ. .

Обратим внимание на то, что если ведущий коэффи 
циент близок к нулю, то деление уравнения на Hero

может привести к большим новчм коэффициентам.
В обратном же ходе метода [аусса на эти большие IЮ 

эффициенты будут множиться неточные значения He 

известных, что может привести к росту пorрешностей и

быстрой потере точности. Чтобы избежать этоrо, за

ведущий коэффициент принимаlOТ либо максимальный по

модулю коэффициент для всей системы, либо максима"1Ь 

ный' по модулю коэффициент в избранном уравнении.

2. Метод оптимальноrо исключения. Этот метод мож 

но рассматривать как видоизменение метода [аусса. Он

требует при осуществлении меньше элементов памяти;

это связано с тем, что на каждом шаrе преобразуется не

вся система, как в методе [аусса, а только часть ее ypaB 
нений. Если использовать только оперативную память

ЭВМ, то методом оптимальноrо исключения можно pe 
шать системы с числом неизвестных х приблизительно
в два раза большим, чем по методу [аусса.

Возвратимся к системе (l). Для выполнения первorо
шаrа преобразований изберем ведущий коэффициент. Он
должен быть отличным от нуля, и ero выбирают обычно
наибольшим по модулю во взятом уравнении или в си 

стеме. Можно считать, что ведущим является коэффи 
циент aII в первом уравнении. Разделив на Hero ypaBHe 

ние, приведем последнее к виду (2). Этим заканчивается,

как и в методе [аусса, первый шаr. Выберем нов()е

уравнение для преобразований совместно с первым на

втором шаrе. Пусть это будет второе уравнение системы.

Исключим из Hero ХI с помощью первоrо уравнения; для

этоrо умножим (2) на aZl и вычтем из BToporo ypaBHe 

ния, после чеrо оно примет вид

a
22 . 1

x
2 + а

2з . 1
х

з + ... + a
2п . 1

x
п

:==: f2 . 1
. (6)

Выберем в нем ведущий коэффициент. Может оказаться,

что этоrо нельзя сделать, и все коэффициенты в (6) бу 
дут равны нулю. Тоrда уравнение (6) будет иметь форму
0== f2.1. Коrда {2.1 =1=- О, два первых уравнения системы

оказываются несовмеСТНЫl\1И; коrда же f2.1 == О, второе
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уравнение будет отличаться от первоrо только множите-

J,e:\! и может быть при решении опущено.

Предположим, что в (6) существует ведущий коэф-
фициент. Можно считать, что это есть а22.1' Разделив на

Hero уравнение, мы приведем (6) к виду

Х2 + Ь2ЗХЗ + '" + Ь2пХп == g2'

Пользуясь им, можно исключить из (2) неизвестное Х2.

Тоrда получим первые два уравнения системы в форме
Х

1 + Ь
1з . 1

Х
з + + blп.1X == gl. l'

Х2+Ь2з.1ХЗ+ ... +b2п . 1
X
п ==,g2.1'

(7)

Этим заканчивается второй шаr преобразований.
Затем из оставшихся уравнений выбирается одно для

преобразований с (7). Пусть это есть третье уравнение
системы (1). Исключим из Hero ХI и Х2 С помощью (7)
и придадим ему вид

а
зз. 2

х
з + ... + а

3п . 2
Х
п
== fЗ.2' (8)

Может оказаться, что все коэффициенты полученноrо
уравнения равны нулJO, и оно будет либо тождеством
О == О, коrда fз.2 === О, либо невыполнимым равенством
0=== fз.2 при fз.2 =1= О. В первом случае третье уравнение
системы будет следствием первых двух и может быть

опущено; во втором же случае оно несовместно с пер-
выми двумя уравнениями, и заданная система не имеет

решения.
Предположим, что не все коэффициенты (8) равны

нулю, и среди них можно выбрать ведущий, например,
наибольший по модулю. Пусть ведущим является а33.2.

После деления на Hero уравнение (8) перейдет в сле-

дующее:

Х
з + Ь

з4 . 2
Х
4 + ... + Ь

зп . 2
Х
п
==

gЗ,2'

Ero используют для исключения из (7) неизвестноrо хз

и лриведения системы трех первых уравнений к виду

Х
1 + Ь

14 . 2
Х
4 + + b

1п . 2
X
п
== gl.2'

Х
2 + Ь

24 . 2
Х
4 + + Ь

2п,2
Х
п
== g2,2' (9)

Ха + Ь
з4 . 2

Х
4 + + Ь

зn . 2
Х
n
== gз.2'
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После этоrо приступают к четвертому шаrу: выби 

рают четвертое уравнение и исключают из Hero при по-

мощи (9) неизвестные Xj, Х2, Хз, прпнимают во вновь по-

лученном уравнении какоЙ-либо коэффициент за веду-

щиЙ и т, д.

Если возможны все п шаrов исключений, то в резу,'1Ь-
тате получится п уравнениЙ вида

Х! ===gl,п l (i === 1,2,..., п),

дающие численные значения неизвестных. Если же воз-

можны меньше чем п шаrов, то это будет свидетельство-

вать, как указывалось выше, либо о том, что в системе

меньше чем п независимых уравнениЙ, либо о том, что

система не имеет решений.
Контроль вычислений может ПРОВОДИ1ЬСЯ так же, как

в методе [аусса.
Можно показать, что число умножений и делениЙ,

нужных Ю1Я решения системы порядка п по методу опти-

1
мальноrо исключения, равно 3"

п (п2 + 3п + 2). Это почти

столько же, сколько в методе [аусса.
Метод оптимальноrо исключения близок к методу

raycca и отличается существенно лишь тем, что обрат-
ный ход метода raycca здесь видоизменен и соединен

с прямым ходом.

3. Вычисление определите.1Jей. Идея способа raycca
последовательноrо исключения неизвестных в системе

уравнений может быть перенесена на задачу вычисления

определителей, и здесь она переходит в способ последо-

вательноrо понижения порядка п определителя. Рассмот-

рим схему единственноrо деления. Пусть дан определи-
тель

aIl a12 аln

ID===
а21 а22 а2П

ап l ап2 ...  n'nl'
Выберем как-либо ведущий элемент первоrо шаrа

преобразований. Он должен быть отличным от нуля;

чтобы избежать сильноrо разброса в порядках чисел, за

Hero принимают либо наибольший по модулю элемент D,
либо наибольший элемент в избранной строке или
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избранном столбце. Выполняя, если нужно, перестановку

строк и столбцов, можно считать, что за ведущий эле-

мент принят al1. Вынося а1l из первой строки (первоrо
столбца) за знак D, приве.::Lем определитель к виду

1 Ь 12 Ь 1п

D
а21 а22 ... а2п

== al1

аn l аn2 ... апп

Умножая первую строку последовательно на а21, а31, ...

. .
.,

ап 1 и вычитая из второй, третьей и т, д. строк, по-

лучим

1 Ь12 Ь 12 а
22 . 1

а
23 . 1

... а
2п . 1

D == al1
О а

22 . 1
а
2п . 1 а

32 . 1
а
ЗЗ . 1 ... а

Зп . 1 (10)==а11

О а
п2 .!

... а
nn .!

а
n2 . 1

а
пз . 1

... а
пп . 1

Этим МЫ понизим порядок определителя на единицу и

можем перейти ко второму шаrу преобразований, приме-
няя к полученному определителю ПОрЯДКа n 1 такие же

преобразования. Выполняя все n шаrов, найдем опреде-
литель D как произведение ведущих элементов:

D == а
11

. а
22 . 1

. а
зз . 2

. . . ann.n 1' (11)

Можно было бы применить к вычислению определи-
теля идеи метода оптима.'1ьноrо исключения неизвестных,

но, как леrко видеть, в этом случае будет проделана из-

лишняя, по сравнению с и'зложенным методом, вычисли-

тельная работа. Это связано с тем, что в описанных

выше преобразованиях таблица элементов, если не по-

нижать порядка определителей, будет приведена к пра-
вой треуrольной; определитель по этой причине будет
вычислен просто, так как он равен произведению диаrо-

нальных элементов. При применении же метода опти-

мальноrо исключения таблица будет приведена не к тре-

уrольной, а к диаrональной, что при вычислении опре-
делителя является излишним упрощением.

4. Обращение матриц и уточнение приближенной об 

ратной матрицы. Пусть А есть неособенная матри,
ца порядка п. Известно, что элементы обратной для
нее матрицы A lимеют следующее выражение через

4 в, И. Крылов и др., т. 1
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матрицу А:

{А Ъk== DtA) Aki , (12)

rде Aki есть алrебраическое дополнение элемента ам

матрицы А. Но это представление неудобно для Ha 

хождения A I,так как оно требует вычисления одноrо

определителя D порядка п и п2 определителей Аа. по 

рядка п 1.

Обозначим A 1буквой Х. ПО определению обратной
матрицы АХ == Е. Столбцы матрицы Х будем рассматри-
вать как векторы порядка п и обозначать их Xk ==
== (x ,. .

., X ) (k == 1, .
.., п). Аналоrично столбцы еди-

ничной матрицы Е также будем рассматривать как век-

k 
(k)

k
торы И назовем их е (О, ..., О, 1, О, ..., О). Вектор Х

является решением СИСтемы

Ax
k
== e

k
. (13)

Для нахождения обратной матрицы Х == A Iдостаточно

решить п таких систем, отвечающих значениям k == 1,
2, ..., п. Эти системы имеют одну и ту же матрицу
коэффициентов и различаются между собой только век-

торами свободных членов ek . Решать их можно, напри-

мер, по схеме единственноrо деления или методом оптИ-

мальноrо исключения. При этом преобразования систем

надо вести параллельно, пользуясь объединенной табли-

цей коэффициентов и столбцов свободных членов

А I е
l I е

2 I . . . I е
n

allal2 ... aln 1 О О

а21а 22 ... а2n О 1 О

.

anlan2 ... аnn О О 1

Ес.'IИ обратная матрица Х найдена недостаТОЧI:JО
точно и необходимо ее улучшить, то можно воспользо-

ваться итерационным процессом

Xk
=== Xk. 1(2Е AXk I)' (14)
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За Х{) принимается некоторое приближенное значение

обратной матрицы,
Для процесса (14) можно просто указать достаточ-

ные условия сходимости. Рассмотрим матрицу Оп == Е

 AXп.Для нее верно получаемое ниже правило умень-
шения индекса k и выражение через начальное значе-

ние 00:

О,. == Е АХ,.
== E AXk 1(2Е AXk l)== (Е AXk J)2==

2 4 2
"

== Ok 1== Ok 2== ...
== 00 .

Поrрешность приближения имеет следующее выражение

через 00:
k

A I Х,.
== A I(Е AXk) == A IO,.== A 10 .

Отсюда получается оценка

A 1 xkll  IIA 111'II001l2
k

. (15)

ПОЭТОМУ можно сказать, что если приближенное значе-

ние Хо будет настолько близко к A I,что 110011 == IjE
 AXo"< 1, ТО Xk A l;при ЭТОМ сходимость будет
весьма быстрой, так как показатель степени 2k В (15)
с ростом k увеличивается очень быстро.

4. Методы, основанные на разложении

матрицы коэффициентов

Такие методы основаны на представлении матрицы А

J<:оэффициентов системы в форме произведения треуrоль-
ных матриц. Это позволяет свести решение заданной си-

стемы к последовательному решению двух систем с тре-
уrольными матрицами, что является задачей более про-
стой, так как в них неизвестные находятся последова-

тельно. Иноrда для придания вычислениям единообра-
зия вводят еще диаrональную матрицу.

1. Случай эрмитовой матрицы *). Пусть матрица А
системы (3.1) является эрмитовой, т. е. совпаДает с ком-

riлексно сопряженнойтранспонированной: А *
== А.

*) Излаrаемый метод часто называют «методом квадратноrо
корня».

4*
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НаЙдем такую правую треуrольную матрицу S и диа 

rональную матрицу D, элементы которой равны 1 или

1, чтобы А имела представление

А === S*DS, (1)

['"
'" " О

] [
d" О ... О

]S === О..  22. 82п
D===

О d22 ... о
.

,

о о 8пп О О .., dnn

Если матрицы S и D наЙдены, то заданная система

(3.1) может быть решена следующим путем:

Ах === S' DSx === (S*D) Sx == Ву === f,

rде S*D == В есть нижняя треуrольная матрица и у ==

.=== Sx вспомоrательный вектор, Решение системы

Ах == f равносильно решению двух треуrольных систем

Ву == f и Sx == у.

Выясним теперь условия, при которых возможно

представление (1), и укажем правила вычисления эле 

ментов 5ij матрицы S и знаков элементов D.
В равенстве (1) сравним элементы матриц, стоящих

слева и справа. Так как матрицы эрмитовы, то ДOCTa 

точно произвести сравнение элементов, стоящих на

rлавной диаrонали и справа от нее, Это даст следую 

щую систе;\!у п (п + 1) численных уравнений:

Sli . d1l5lj + S2id2252j + .,. + Siidii5ij == аи

I 5li 12 d ll + 1 52; 12 d22 + .,. + 1 5;; 12 dи === aii

j === 1, 2, ..., п.

При i == j == 1 второе уравнение будет 1 511 12 d ll
== a ll .

Чтобы удовлетворить ему, нужно положить dll
== sign a ll

и 511
==  Та;;Т. Знак корня остается произвольным, и

мы выберем +. Из первоrо уравнения (2) при i == 1 по 
a

l
.

лучим 5н ===

d J., при этом нужно считать 511 =1= О, Для
11811

i == 2 второе уравнение (2) дает 1512 j2 dll + I 52212 d22
== а22 .

Отсюда находим

(i < Л,
(2)

(i == п,

d22
== sigп (а22 1 512/2 d 11), 522 ==  Iа22 I 512 12 dl1 l.
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Здесь вновь берется положительное значение корня. Из

nepBoro уравнения (2) находим, если S22 =1= О,

S2j ==

d

1
(а2! S12dllS1/) (j == 3, 4, . .

., п).
22822

Продолжая вычисления дальше, получим следующие

общие формулы:

dii
== sign (аи ii:\ 1 Spi 12 dpp) ,

p \

Sii
== -у\ aii %11 Spi 12 dpp I (Ё> 1),

(
i 1

)Sij == d. 8.. aij I SpidppSpj
It It

p \

(Ё < j, j == i + 1, ..
., п).

Условием возможности нахождения Sij является нера-

венство Sii =1=' О.

2. Случай матрицы с отличными от нуля fлавными

минорами. Как будет ПОЮlЗано ниже, такая матрица все-

rда может быть представлена в форме

А == ВС, (3)

rде В есть нижняя треуrольная матрица

(
 !l О ... О

]В ==
 2! (322 ." О

t3n l' ' п'2 '..:  пп
И С верхняя -треуrольная матрица

(
Уl! У12 .,. Уlп

]С == о. :2 '.". 2 .
О О . .. Упп

Отсюда сразу же следует возможность приведения ре-
шения системы с такой матрицей к решению двух тре-

уrольных систем. Действительно,

Ах == ВСх == В (Сх) == Ву == [, rде у == Сх.
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Поэтому решение системы Ах === f приводится К реше 
нию двух следующих треуrольных систем:

Ву === f, Сх === у.

Осталось убедиться в справедливости представления (3).
Т е о р е м а 1. Если 2лавные .'4иноры .матрицы А OT 

личны от нуля:
аll а12 .. . а1п

ajl =F О, I
аll

а121
I О

а21 а22 . .. а2п
=1=0,

а21 а Т, ..
-,

22

ап1 ап2 ... апп

то .матрицу А .можно представить в фор.ме (3).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что разложение (3)

не может быть единственным. Если D есть любая диа 

rональная матрица с элементами, отличными от нуля,
то наряду с равенством А === ВС верно также равенство
А === (BD I)(DC). Поэтому диаrональные элементы Ok

ной из матриц В или С 'можно задавать' произволь 

ными, отличными от нуля. После этоrо, как будет видно

в последующем, все остальные элементы матриц В и С

определятся единственным образом.
Если в равенстве (3) произвести сравнение элемен 

тов матриц; стоящих справа и слева, получится система

уравнений для определения  ikи Yik:

miп Н, f)

L  ikYk.===all
k l

1 (i, j === 1, ..., п). (4)

При i === j === 1 отсюда получается (311YII === all' Можно

задать, например, Yll и тоrда найти (311. Так как al1 =1= О,
ТО (3l1Yll =1= О.

ДЛЯ i === 2 и j === 1 уравнение (4) будет (321Уl1 === а21,

и для i === 1, j === 2 оно имеет вид (3l1Y12 === й12. Отсюда

находятся (321 и У12. При i === j === 2 будем иметь (322У22 +
+ (321Y12 === а22, откуда, задавая дЛЯ У22 любое значение,

не равное нулю, сможем опреде.'1ИТЬ (322.
Убедимся теперь в том, что (322У22 =1=' О, ДЛЯ этоrо

рассмотрим rлавные миноры BToporo порядка матриц

А, В и С:

А? === I
all a12 1 ,

(;21 aZ2.
В2=== /  ll О I

 21  22l'
С \ Vl1 V12 1 .

2 О V22
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Составим произведение В2С2 по прави.'IУ умножения

строки на столбец:

В С == I  lIYll  1IУ12 I2 2  21Yll  "IY12+  22Y22
.

Ввиду приведенных выше уравнений В2С2 совпадает

с А2. С друrой стороны, В2 ==  11 22И С2 == 'У11У22, по 

этому А2 ==  11Vll 22V22'И так как А2 =1= О, то должно

быть  22Y22=1= О и т. д. Продолжая вычисления и выпол 

няя индукцию, убедимся в том, что, во первых, зада-
вая произвольно отличными от нуля диаrональные эле 
менты В либо С, мы единственным образом найдем все

элементы матриц В и с; BO BTOpЫX, при этом все их

диаrональные элементы будут отличны от нуля.

5. Метод ортоrонализации

Будем считать, что определитель системы (3.1) OT 

личен от нуля и,. следовательно, система имеет един 

ственное решение. Запишем ее в виде

allxl + ... + аlnХn + а1n + l
== о,

an1x! + .., + аnnхn + аnn +1
== о, (1)

а/n + 1
== fi'

Исключим из рассмотрения неинтересный случай, коrда
система (1) является однородной и все ain+1 равны
нулю.

Введем п+l MepHыeвекторы ai
==(ail,...,ain,ain+1)

и у == (XI, . . .
,
Хп , 1). Это позволит придать уравнениям

(1) форму условий ортоrональности вектора у к BeK 

торам a
i (i== 1,...,п):

(ai,y) ==0 и== 1, ..., п), (2)
что даст возможность применить к нахождению у хо-

рошо известный процесс ортоrонализации. Единствен-
ное оrраничение, которому нужно заранее подчинить
вектор у, это равенство единице ero последней со-
стаВЛЯЮЩей.

Ортоrональность у к a
i

равносильна ортоrональ-
ности у к линейному подпространству Рт натянутому
на векторы a

l
, и, следовательно, к любому базису этоrО
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подпространства. Построим ортоrональный базис при
помощи известноrо процесса ОрТОi?оналuзацuu системы

. * )
1 1 k 1 k k k

векторов. положим u == а , v === u , ..
.,

u == а

"' 1

"
(

k i
)

i
В

i

(
'

1 2 ) бL.. а, v v,... екторы v (== , ,..., п о разуют
i 1

11 Рпортонормированный базис.

Присоединим теперь к v
i

(i == 1, ..., п) еще любой

вектор аn+ 1
, от них линейно не зависящий. Таким будет,

например, вектор а
n+ 1 == (О, . .

., О, 1). Выделим из Hero

часть, ортоrональную ко всем v
i
(1, . .

., п), положив

n

иn+ 1 == а
n+ 1 L (а n+ 1

, v
i ) v i

. Для и
n + 1

выполняются ра-
i 1

венства (иn+ 1
, V

i ) == О или равносильные им (иn+ 1
, a

i ) == О

(i == 1, , .
., п). Запишем их более подробно:

(иn+ 1
, а

1 ) == a
ll
ur+

1 + + аlnи +1+ u t:aln+1== О,

(3)

(ljn+l аn) == а и
n + l +, nl 1 + а и

n+ 1 + иn+
1
а == О,

nN n n+1 nn+1

Последняя составляющая u t:вектора иn+ 1
отлична

от нуля, ибо если она равна нулю, то составляющие

u7+
1

, ..., и +1 были бы решением однородной системы

с матрицей А == {aij}. Но так как эта система может

иметь только ну.lIевое решение, то все составляющие

вектора иn+! были бы равны нулю и вектор а n+ l 'явля.'lся бы

линейной комбинацией векторов v
i
, что противоречит

выбору а
n+ l

.

Если уравнения системы (3) разделить на u tJ,то
будет видно, что вектор у == (Хl' . .

.,
Хn , 1), для которorо

иС'+1
Xi (i == 1, . .

., п), будет рещением системы (2),
u t1

а вектор Х == (Xl,.", Xn) рещением заданной систе-

мы (3.1).

*) Здесь и ниже ПОД /ЮрJlЮЙ вектора и понимается величина

НиН == -v (и, и).
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Метод ортоrонализации требует выполнения БQ.1Iьшеrо
числа умножений и деJтений, чем метод raycca, и в этом

отношении уступает ему.

э 6. Метод простой итерации

1. Об итерационных методах. Они дают возможность
найти решение системы, как предел бесконечноrо BЫ 
числительноrо процесса, позволяющеrо по уже найден 
ным приближениям к решению построить следующее,
более точное приближение. Привлекательной чертой
таких методов является их самоисправляемость и про 
стота реализации на ЭВМ. Если в точных методах

ошибка в вычислениях, коrда она не компенсируется
случайно друrими ошибками, неизбежно ведет к ошиб 
кам в результате, то в с.'lучае сходящеrося итерацион 
Horo процесса ошибка в KaKOM TOприближении исправ 
ляется в последующих вычислениях, и такое испраВJIе 
ние требует, как правило, только нескольких лишних

шаrов единообразных вычислений. Итерационный Me 

тод, для Toro чтобы начать по нему вычисления, Tpe 
бует знания одноrо или нескольких начальных прибли 
жений к решению.

Условия и скорость сходимости каждоrо итерацион 
Horo процесса существенно зависят от свойств ypaBHe 
ний, т. е. от свойств матрицы системы, и от выбора Ha 

чальных приближений.
Итерационных процессов для систем линейных ypaB 

нений построено большое число. 2\'1ы же остановимся

только на двух основных и начнем рассмотрение с Me 

тода простой итерации.

2. Описание метода простой итерации и условия ero

сходимости. Пусть дана система линейных алrебраиче 
ских уравнений Ах == f с неособенной матрицей. В Me 

тоде простой итерации ее предварительно приводят
к виду

х == Вх + ь, (1)
rде

В == C ID, Ь == C lf, с + D == А, det С =1= О.
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,

Предположим, что известно приближение х
О ===

=== (х?, , .
., х%) к точному решению х' === (x ,. .

., х:) си-

стемы. Все следующие приближения определим правилом

хН! === Bxk + Ь, k ===0, 1,2,.. .(2)

Если последовательность приближении Xk сХодится

к некоторому предельному вектору х', то он будет ре-
шением системы. Действительно, если в равенстве (2)
перейти к пределу при k --+ 00, считая, что Xk --+ х', то

в пределе получим х' === Вх' + ь, Выясним условия СХО-

димости последовательности xk
.

т е о р е м а 1. ДЛЯ ТО20 чтобы последоватеЛbflOСТЬ

приближений Xk сходилась, достаточно, чтобы все соб-

cteel-lI-lblе значения жатрицы В были по модулю меныие

единицы:

IAi I < 1 (i === 1,2, ..., п). (3)

д о к а з а т ел ь с Т в о. Найдем выражение любоrо

приближения х
ч
через х

о
:

Xk === Bxk 1+ Ь === В [BXk 2+ Ь] + ь === B2Xk 2+

+(Е+В)Ь==... ==BkxO+(E+B+... +Bk l)b. (4)

Отсюда и из (3) с учетом (2.10) сразу следует, что при
k 00 Bk О И

Е + В + ... + Bk 1 Е + В + В2 + == (Е B) l,

откуда Xk (Е В)
1
Ь === х'.

Что касается необходимости условия (3), то ответ

на такоЙ вопрос дает
т е о р е м а 2. Если требовать, чтобы последователь-

ность Xl, сходилась к х* при люБОfi1 начальном прибли-
жении хО

, то условие (3) является II необходимы!У/.

Д о к а з а т е JI ь с Т в о. Пусть для всякоrо началь-

HOI'O приближения х
о
будет xk....... Х*. Имеем

х' Xk === (Вх' + Ь) (BXk 1+ Ь) === В (х' Xk l)== ...

. .. === B' (х' х
О).

При k --+ 00 разность х* Xk стремится к нулю, поэтому
последний член цепи равенстна должен стремиться
к нулю, каким бы ни бьш вектор х* х

о
. Отсюда сле-
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дует, что В" --+ О, последнее же будет лишь в том слу-

чае, коrда верно неравенство (3) (см. 2, п. 3, лем-

ма 1),
Применение теорем 1 и 2 требует знания rраНIЩ

собственных значений матрицы В; нахождение их часто

является нелеrкой задачей. Укажем более простые, но

только достаточные признаки сходимости.
т е о р е м а 3. Для ТОсО чтобы последовательность

приближений х" в методе простой итерации сходилась,
достаточно, чтобы какая-либо HOpAta матрицы В была
меньше единицы.

Доказательство. Если IIВII < 1, то по лемме 3
из 2, п. 3 все собственные значения матрицы В по

МОДУЛЮ меньше единицы, и по теореме 1 последователь-
ность х" сходится.

Непосредственным слеДСТВИем теоремы 3 и равенств
(2.5) и (2.6), определяющих кубическую и октаэдриче 
скую норму матрицы, является

т е о р е м а 4. Последовательность х" в методе про-
стой итерации сходится, если для матрицы В выпол-

няется одно из неравенств:
п

1) Llbij l<1 (Ё===1,2,...,п),
f 1

п

2) Llbijl< 1 (j==I, 2, ...,п).
i 1

Для мноrих приложений важно знать, какой ЯВ-

ляется скорость сходимости х":--+ х*, и уметь оценить
поrрешность х* х" замены точноrо решения х* си 

стемы приближением х".
т е о р е м а 5. Если какая-либо норма J.taтрицы В,

сосласованная с рассматриваемой нормой вектора х,
меньше единицы, то верна следующая оценка посреш-
насти приближения в методе простой итерации:

11 х* х" 11 < 11 в II
" 11 хО 11 + 1  \в 11

11 В II" 11 Ь 11. (5)

. Доказатедьство. Для х" выше дано выраже-
ние (4), и так как IIВII< 1, то х*==(Е+В+В2+ ...)Ь.
Ппэтому

х* х" == (В" + ВНI + ...) Ь BkXO (6)
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и, стало быть,

11 х* Xk 11 (11 в Ilk + 11 в IIH 1 + ...) 11 ь 11 + 11 в Ilk 11 ХО 11 ==

==11 в IIkllxo/l + l  IBII"Bllkllbll.
Часто за х

о
принимают вектор Ь. В этом случае оценка

(5) HeMHoro упростится; подставляя хо
== Ь в (6), по-

лучим

IIx* xkll 1 :IBIIIIBllk+11Ibll. (7)

3. Об уточнении приближении и ускорении сходимо 
сти В методе простон итерации. Предположим, что вы-

полнены условия (3), и поэтому последовательные при-
ближения Xk сходятся к решению х* системы.

Сравнительно простой закон сходимости Xk К х* н

простое представление поrрешности х* Xk, указывае-
мое в равенстве (6), позволяют в некоторых случаях

выделить из поrрешности rлавную часть и, добавив ее

к х'<, уменьшить тем самым поrрешность приближения.

Кроме Toro, простота закона сходимости позволяет ука-
зать правило ускорения сходимости Xk к Х*.

Предположим, что за начальное приближение х
о

принят свободный вектор системы (6). Такое допущение
не уменьшит общности изложения, но позволит не вы-

писывать отдельно в (6) слаrаемое BkXO. При Х
О
== Ь

поrрешность х* Xk имеет представление

х* Xk === (ВН1 + ВН2 + ...) Ь. (8)

Выясним наrлядную картину поведения поrрешности

при больших значениях k. Предположим, что матрица В

обладает полной системой собственных векторов в n-мер-
ном пространстве. Обозначим их 1;1, 1;2, ..., 1;n, а отве-

чающие им собственные значения Л1, Л2, .,., лn .

Будем считать, что Лi перенумерованы в порядке

убывания модулей: I Лl I I Л21 . ., Разложим Ь по

собственным векторам 1;i:

Ь ==аlЕ,1 + ... + ans
n

.

Ввиду соотношения

Bms' === Bт 1(В1;') === Bт 1(л,s') === ...
=== л7'1;'
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для х* Xk подучится следующее выражение:
00 n n 00

х* Xk == L L aiBт i=== L ai I ,,  i===
т k+1i 1 i 1 т k+1

n

=== .f::i  +I
f....J а,':о 1 л. '" .

i 1
'

Так как IJчl< 1 и=== 1,...,п), ТО ,,  Oпри k co,
и хН будет стреМИТЬСЯ к х*. Но сходимость может быть

весьма медленной, если среди J'i будут близкие по мо-

дулю к единице. В связи с этим возникают две задачи,

которые в первоначальноЙ формулировке кажутся раз-
личными: во первых,как при фиксированном k можно

уточнить приближенное значение хН и, во-вторых, как

можно при изменяющемся k ускорить сходимость хн.
к х*?

Рассмотрим первую из за.JДЧ. Уточнить приближен 
ное значение хН это означает, что из поrрешности

нужно выделить rлавную часть и добавить ее к хН.

Коrда rоворят о выдел нииrлавноЙ части поrрешности,
то подразумевают, что новая поrрешность, полученная

после выделения, должна стремиться к нулю быстрее
первоначальноЙ. Поэтому пра.вило выделения, которое

будет указано ниже, можно применять лишь при доста-

точно больших k, коrда rлазная часть поrрешности ле-

Жит еще в rраницах принятоЙ точности, тоrда как HO 

вая поrрешность становится меньше этоЙ rраницы и ее

можно отбросить. Очевидно, такоЙ способ уточнения хп
тесно связан с задачеЙ ускорения сходимости х" к Х*.

В равенстве (9) нам удобнее от векторов переЙти
к составляющим:

(9)

n

Х

.

X
k === N

.

f:i

( )
НI (т 1 2 п) (10)

т т f....J "", 1 Лi ':от "i , , .." .

i 1

Предположим, чтD среди собственных значениЙ "i
есть одно наибольшее по модулю, так что

I "1 I > I "21 I "3 I . . .

в сумме, стоящей справа в (1 О), отдельные слаrае-

мые стремятся к нулю, как степени соответствующих "i.



110 СИСТЕМЫ ЛИНЕйНЫХ АлrЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИй [rл; rr

и слаrаемые расположены в порядке скорости убыва 
ния. При больших k rлавным членом в сумме будет
слаrаемое с Лl, если только коэффициент а1 не ока-

жется случайно равным нулю в пределах принятой точ-

ности, И будет верно равенство

· k '" f:1

( )k+1 С ( )k+1Х
т

х
т
",а

l 1  л,\'':от "'1 1т "'1 . (11)

Заметим, что оно выполняется тем более точно, чем

больше k.

Будем считать k настолько большим, чтобы поrреш 
ность равенства была меньше принятой rраницы для

нее. Признак, по которому можно судить о том, что

такое значение k достиrнуто, укажем ниже.

Если известно собственное значение Лl, то дЛЯ ПОJIУ-

чения правила уточнения X достаточно из равенства

(11) исключить не зависящий от k коэффициент С1т .

Для этоrо запишем аналоrичное равенство для индекса

k+ 1:

'Х. Xk+l "'с (Л )k+2m
-

т
'"

1т 1 (12)

и вычтем ero из (11):

x +1 X  C1т(1л
1)(л1)k+1,

С
1

( )
 k 1

( k+1 k
)1т 1  A\1.1 Х

т  Xт'
( 13)

Если это значение С1т внести в (11), то

приближенное значение дЛЯ X :

Х
.
'"

Х
,. + (Xk+l X

k

)т'" т 1 л'\ m
.

m
.

мы наЙдем

(14)

Так как равенство (11) не было точным, то (14) поз-

волит вычислить не точное, а только улучшенное значе-

ние для X .
Возвратимся к вопросу о выборе k. Из (13) сле 

дует, что

1
С

1
( )
 k 1

"'+1 k lm  "1
Х
т

Х
т

1 л'1
(т == 1, 2, . .

., п), (15)

Правая часть полученноrо соотношения не зависит от

т; если k выбрано достаточно большим, не до.'1жна за-

".
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висеть в принятои точности от т и .певая часть этоrо

равенства. Поэтому (15) может с,nужить KOHTpO.тIeM

прави,nьности выбора k, хотя и недостаточно по'nным,

так как из независимости левои части от т в принятой
точности еще не следует, принципиа,nьно rоворя, что k

взято достаточно большим.

Рассмотрим теперь задачу уточнения x в том слу-

чае, коrда /Ч является неизвестным. В этом случае пра-

вая часть (11) будет содержать два параметра (C1т
И Аl), И для исключения их потребуется рассмотреть

равенство вида (11) Д.тIя трех значений k. Возьмем еоо

для значений k 1, k, k + 1 и присоединим поэтому
к равенствам (11), (12) еще равенство, отвечающее

значению k 1:
· " 1""c (

О

)
"

Х
т.

х
т.

""
1т. 1\,1 . ( 16)

Путем вычитания (11) из (16) и (12) из (11)
два равенства, свободные от х*:

x x  1 C1m(1 Л
I) Ч,

x +I X II C1ти Л1)Ч+I.

Разделив ПОЧ.1Jенно второе из них на первое, найдем

приближенное значение А1:

л ""

(Xk+l Xk )(Xk Xk I)
 1

==Ах" (AXk I)
 l

1"" т m т т m т

(т == 1, 2, ..., п).

получим

( 17)

Затем последовательно можно получить

1 л "" (2х
" Xk+l Xk I)(Axk I)

 1
== A2Xk 1(AXk I) I,1"" т m т m т m

С лk+l", (х
k + 1 xk )( 1 А )

 1
==  Ax". AXk 1(A2Xk I) I.1т 1

'"
m т 1 т т m

Подстановка этих величин в (11) позволяет получить

приближенное значение  .:п:
х* '" х" Ах" . AXk 1(A2Xk I)

 1
==

т
1"./

т т "'т т

==[x +lx  1(x y].[A2X  ITI. (18)

Оно является уточненным значением X l'
В заключение сделаем несколько замечании о проб.nе-

ме ускорения сходимости последовательных приближениЙ
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к решению системы уравнений. По существу дела это

есть задача ускорения сходимости последовательности
01 k В б

.

фвекторов х, х, ..., х
, .,. о щеи qpMe она состоит

в построении новой последовательности векторов

yk == fk (хО
,
х 1, . . ,

,
х
т

, . . .) ,

обладающей следующими свойствами: 1) если последо 

вательность Xk сходится. К вектору х*, то последова 

тельность yk (k == 0,1,.,.) также должна сходиться

к х*; 2) сходимость yll х* должна быть более быст 

рой, чем сходимость xll к Х*. Такая задача есть проб-
лема cOBMecTHoro преобразования п числовых последо-

вательностей составляющих x (т == 1, 2, ..., п;

.

k == О, 1, ...) векторов Xk в п новых последовательно-

стей величин

y (т == 1, 2, ..., п; k == О, 1, ...),

являющихся составляющими векторов yk. Упростим эту

проблему: будем рассматривать независимо отдельные

последовательности составляющих x (k == О, 1, " ,)
И для них поставим задачу об ускорении сходимости.
Если считать, как выше, Л1 наибольшим по модулю соб 

ственным значением матрицы В, то из представления

(10) для x СJlедует равенство

x == х:п с
lт
Л

1 (л 1 )k [1 + б
k]. (19)

n

'" 1 1 i

(
Лi

)
k+1

бk
==

f...J C 1m 1  Лi
6т '

[ 2

Правило (18) уточнения приближенноrо значения

x ,если ero переписать в форме

y  [x +lx  1(x )2].[x +! 2x + x  lT1,(20)

бk О (k (0).

является правилом преобразования последовательности

x в последовательность y ,ускоряющим сходимость

последовательности Xk к х' . Это Правило основано на
т т

учете свойств только одной rлавной части поrрешности

приближения и не учитывает всех прочих частей по 

rрешности, включенных в бk. Оно не зависит от пара 
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метров С1т, fvl И применимо ДЛЯ ускорения сходимости

при любых их значениях.

Аналоrично правило (14) уточнения x приводит

к преобразованию последовательности x (k === О, 1, 2, ...)

в последовательнОсть

yk === х* (Xk+\ Xk ) . (21)
т т 1 }'I т т

Оно также предназначено для ускорения сходимости

последовательностей вида (19), но для CBoero примене 

ния требует знания *) Лl.

7. Метод Зейделя

1. Описание и сходимость метода. Метод Зейделя

применяют в двух видоизменениях. Рассмотрим CHa 

чала случай канонической формы системы для I\lетода

итерации

х ===Вх + Ь. (1)

в методе простой итерации следующее приближение
хН! ===(X +l, ..., x +I) находится по предыдущему

Xk === (Х1, ..., x )путем подстановки Xk в правую часть

Есех ураВ!iений системы (1). Для нас сейчас удобнее
записать результат подстановки не в Еекторной форме,
а в развернутом виде по составляющим:

x +\=== bllX + b
12
Xi + + blпX + ы'

x +1=== b21X + b
2"xi + + b2пX + Ь

2 ,
(2)

. " " " " " " " . " " " " " " " " " "

Xk+l === Ь
l
X

\
k + Ь ?

X
2

k,+ '" + Ь Xk + Ь
n

'

17 n n..... пn п

в этоЙ операции порядок выбора уравнений значения не

имеет. Здесь, очевидно, опускаются две возможности

улучшения итераций: разумный выбор порядка ypaBHe 
ний для подстановок и немедленный ввод в вычисления

каждоrо из полученных исправленных значениЙ неиз 

вестных.

*) с преобразованием внда (20) чнтатель встретится в rл. 4,

общая же теория преобразованнй вида (23) и (21) и их обобщений

будет кратко изложена во втором томе.



114 СИСТЕМЫ ЛИНЕйНЫХ АлrЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИй [rл. II

о принципах выбора порядка уравнений будет ro-

вориться ниже, а сейчас предположим, что для пере-
хода от приближения х" к следующему хl<+1 нами.

выбран как6й то порядок привлечения уравнений для

подстановок. Изменяя, если необходимо, нумерацию
уравнений и неизвестных, можно считать, что уравне-
ния для подстановак берутся в порядке роста их'номе-

ров. Для каждоrо шаrа от приближения k до k + 1

порядок привлечения уравнений может быть своим,
и должны быть выполнены свои изменения нумерации
и перестановки, что влечет за собой свое изменение

матрицы В системы и свободноrо вектора Ь. Чтобы от-

метить это, обозначим матрицу В для рассматривае 
Moro шаrа В" и свободный вектор Ь". В этих обозначе-

ниях итерация в методе Зейделя выполняется в сле-

дующем порядке:

x +1=== b(IX + b{2X + Ь(зх + ... + bf,

x +l=== b lx +1+ b 2X + ЬiзХ + ... + b , (3)
Xk+1 === b Xk+1 + b xk+l + b Xk + + b 
3 31 1 32 2 33 3

. . .

3'

После нахождения вектора xk+1 устанавливают поря-
док подстановок в уравнения значений Х7+ 1 (i === 1, ., " п)
И переходят к вычислению вектора Xk+2 И т. д.

Приведем теперь пример принципа, на основании

KOToporo можно устанавливать порядок привлечения

уравнений для подстановок Х7 (i === 1, ,." п). Можно
пытаться в первую очередь улучшить ту составляющую

.решения, которая найдена наименее точно, чтобы при
нахождении всех друrих составляющих употреблять

улучшенное ее значение. О точности xk можно было бы

судить по вектору поrрешности 6
k === х* Xk, но так как

вектор точноrо решения х* неизвестен, то Ek в вычисле-

ниях заменяют друrим вектором, по которому можно,
хотя бы Неполно, судить о поrрешности 6

k
. Чаще Bcero

для этой цели пользуются вектором поправки на по-

следнем шаrе Ok === (07, . .
., o ), rде 07 === х;" X7 1. Ве-

личины поправок составляющих нумеруют в порядке

убывания их абсолютных значений, и в том же порядке
вычисляют составляющие следующеrо приближения



Р) МЕТОД ЗЕйДЕЛЯ 115

ХН!: сначала ту составляющую, которая отвечает наи-

большеЙ по модулю поправке, и т. д.

Остановимся более подробно на стационарном ме-

ТОДе 3ейделя; коrда при итерациях порядок уравнений
сохраняется, матрица В будет одинаковой на всех ша-

rax и составляющие следующеrо приближения Haxo 

дятся при всяком k по правилу (3).
РазложиМ матрицу В на сумму двух матриц Н

и р, rде

[
О О

Ь21 О

Н === Ь З1 Ь З2

Ьnl ьn2 '"

о 0

1о о

о
. . .0

0

' J
'

bnn 1 [
 11

р=== о

о

b l2 bln 1 b1n

]
Ь22 b2n 1 Ь2n
О

. . .ЬЗ.n l.Ь:n
.

о ... о Ьnn

Тоrда равенства (2) можно записать в форме Матрич 
Horo равенства

хНl === НхН! + FXk + Ь,

откуда следует, что (Е H)xk+! == FXk + ь, а так как

определитель матрицы

E Il [=.::, :",.. :"; ..:]
равен единице и она имеет обратную, то равенство (3)

равносильно

хНI == (Е H) IFXk + (Е H) 1Ь. (4)

Поэтому стационарный метод 3ейделя равносилен ме-

тоду простой итерации, примененному к системе

х == (Е H) Iрх + (Е H) 1Ь.

Это сразу дает возможность на основании теоремы 1

из 6, п. 3 сказать, что для сходимости стационарноrо

процесса 3ейделя (2) при любом векторе х
о
начальноrо

приближения необходимо и достаточно, чтобы все соб-

ственные значения матрицы (Е H) IF, т. е. корни

уравнения I (Е H) 1p лЕI == о, были по модулю
меньше единицы.
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Этот признак может быть высказан в форме, не тре-
бующеЙ обращения Е Н. Если воспользоваться тем,
что I(E H) 11::::::::IE HI 1::::::::1,10 можно написать

систему равенств

I (Е H) lF лЕ' == I (Е H) 1[Р л (Е Н)] 1===
:::::::: I (Е H) 11'IF + лН лЕ 1=== I F + лН лЕ 1.

Поэтому верна
т е о р е м а 1. ДЛЯ ТО20 чтобы стационарный метод

Зейделя сходился при любом н.ачальном векторе при-
ближения х

О
,
необходИАИ и достаточно, чтобы все корни

уравнения
Ь 1l л Ь 12 Ь щ

I F + лН лЕ I ::::::::
ЛЬ21 Ь22 Л Ь2п

===0
. .

ЛЬп1 ЛЬп2 . .. Ьпп л

(5)

были по модулю меньще единицы.
Укажем еще более простоЙ достаточныЙ признак

сходимости. Предварительно докажем лемму.
Л е м м а 1. Если в .матрице А == {ац} диа20наЛЫ-lые

элеJ'r1.енты аи (i == 1,..., п) до.МИНИРУЮТ по строкам или

по столбцам, т. е. если

п

L I ап I < I аи I (i == 1, 2, ..
., п)

f l,j *" i

или
п

L !ai/I<lajjl (j===I, 2, ..., п),
i I,i *" f

то определитель матрицы А отличен от нуля.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для определенности предпо-

ложим, что имеет место доминирование по строкам,
Достаточно показать, что однородная система

Ах:::::::: О (6)
имеет только нулевое решение.

Допустим птютивоположное и будем считать, что си-

стема имеет  енулевое решение х* == (x , х;, .", x ).
Среди составляющих решения выберем наибольшую по

модулю:  '

I Х; I I х; I (j===1, ..., п).
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ПО,IIОЖИМ Х х'-' и оценим снизу левую часть уравнения

номера i системы (6):

lai1x;+ ... +aiiX;+ .., +ain<l 
n

I аи I . I х; 1  . .1 ап I . I х; I
1 1,1"'"t

I Х; \. ( 1 ан 1 t .1 ап 1 ) > О,
I l,I"'"t

n

так как I х; I > о и I aii I >.  ...L.IaiI I по условию
J I,J -т-- t

леммы. Этот результат противоречит тому, что х* есть

решение системы, и доказывает неверность допущения.

Т е о р е м а 2. Для сходимости стационарноео .метода
3ейделя (4) достаточно, чтобbl ВblfЮЛНЯЛОСЬ к.ак.ое Лllбо

одно из условий:
n

11 в 111 шах L I Ьо I < 1
i j 1

(7)

или

n

11 в IIIl == rnах L I bij I < 1.
j i 1

( )

д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность первоrо и BTO 

poro условий проверяется аналоrично, и можно оrрани 

читься рассмотрением только первоrо условия.

Нужно показать, что при выполнении условия (7)
все корни уравнения (5) будут по модулю меньше еди 

ницы. Будем считать, что Р.I 1, и рассмотрим сумму

модулей недиаrональных Э.rJементов строки номера i

матрицы F + 'АН 'АЕ:

IлIIЬ i1 I+ ... +lлIIЬii II+IЬii+ll+... +Ibinl 

 lлl(IЬiIl+,.. +lbii II+lbii+11+... +Ibinl) 

I л I Ctl I Ьи 1 I Ь ;; 1) < I л I (1 1 Ь ;; 1) ==

I л I I л 11 Ь ;; I  Iл 1 I Ь ;; I  Iл ЬН 1.

Таким образом, диаrональные элементы матрицы F +
+ 'лН 'лЕ доминируют по строкам, и на основании

деммы 1 определитель этой матрицы отличен от нуля.
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а значение ').." для KOToporo 1')..,1 1, не может быть KOp 
нем уравнения (6). Корни этоrо уравнения все по MO 

дулю меньше единицы, и по теореме 1 стационарный
метод 3ейделя сходится.

2. Друrая форма метода 3ейделя. В ней требуется
предварительное преобразование системы Ах === Ь к

виду, в котором все диаrональные коэффициенты от-
личны от нуля. Такое приведение стремятся выполнить,
если это возможно, так, чтобы диаrональные коэффи 
циенты бьши наибольшими или даже' доминирующими
в соответствующих уравнениях.
Мы оrраничимся описанием только стационарноrо

процесса. Пусть взято какое-либо исходное приближе 
ние хО

=== (х?, . .
., x )к решению системы. Приближе-

ние номера k + 1 находят по приближению номера k
с помощью системы соотношений

k+l + Х
Т. + а "т. I

a
l1
x

1 а
12 2' 13"3'"

k+l + k+1 + Х
Т. +a

2l
x

1 а
22
Х
2

а
2з 3

+ alпx === Ь
р

+ a2пX === Ь
2' (9)

.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..

а Xk+ 1 + а хН 1 + а хН 1 +п1 1 п2 2 п3 3 +а Xk+1 ===Ь
пn n n.

Если разложить матрицу А

[
аlI О О ... о

]В ===
а21 а22 О ... о

и

dn1
'

'ап'2
.

ап з ... апп

на сумму двух матриц

[
О а12 a13... а 1п

]С
о о а23... а2п
..................

'

о о о '" о

то равенства (9) можно записать в матричном виде

Bxk+l + Схт.
=== Ь,

или

Xk+l === B !CXk+B lb.

Поэтому ясно, что метод 3ейделя в форме (9) рав-
носилен методу простых итераций, примененному к си-

стеме в каноническом виде:

х === B ICX+ B ]b.

Для сходимости метода при любом векторе Ь необ-
ходимо и достаточно, как следует из теорем 2 и 3,
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чтобы все собственные значения матрицы  B lC,т. е,

все корни уравнения I  B lC"Е 1== О, были по MO 

дулю меньше единицы. Это условие можно упростить
и высказать в форме, не требующей обращения матрицы

В. В самом деле,

l в IС лЕI==K в l)[с+лв]1==I B ll'iC+J,BI,
R можно формулировать следующую теорему.

т е о р е м а 3. ДЛЯ TOi?O чтобы процесс Зейделя,
определяемый равенствами (9), сходился при любых

свободных членах b i (i == 1, ..
., п), необходимо и дo 

статочно, чтобы корни уравнения

аllЛ а12 а13 ... аln

а21Л а22Л а23 ... а2n
==0

аnlЛ ап2Л апзЛ .., аnnл

все были меньше единицы по модулю.

8. Связь с задачей об экстремуме мноrочлена

второй степени

1. Введение. Эта связь очень проста, а методы реше 
ния систем, использующие ее, сравнительно реДКО при 
меняются в вычислениях. Несмотря на это, краткое
изложение такои связи сохранено в книrе как элемен 

тарное введение к более общей и rлубокой связи между

задачей об экстремуме функционалов и дифференuи 
альными уравнениями, rде эта связь используется бо 

лее часто и более результативно.
Рассмотрим систему уравнений

Ах == Ь (1 )

с действительной, симметричной и ПО.'Iожительной MaT 

рицей А. Векторы х и Ь будем считать также действи 
тельнЫми. Возьмем мноrочлен второй степени от х ==

== (хl, . .
.,

хn ), сопряженный с системой (1):
n n

F (х) == (Ах, х) 2 (Ь, х) == Е ai/xixJ 2 Е biXi' (2)
[, J I [ 1

Ввиду положительности матрицы А он имеет единствен 

ный минимум.
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Т е о р е м а 1. Если в некоторой точке п MepHOcOпpo 
странства х == (хl, . . .

,
хn ) мносочлен р (х) имеет мини 

МУЛ!, то координаТbt ЭТОй точки (xI,..., хn ) удовлетво 
ряют системе (1).
д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть х == (xI" .

.,
хn ) есть

произвольная тоЧка пространства. Придади:vr BeKTO 

ру х приращение л дх, rде л произвольный числен 

ный :множитедь, дх произвольный вектор, и paCCMOT 
рим соответствующее измененное значение MHoro-

члена Р:

F (х + '), дх) == (Ах + },А дх, х + л дх) 2 (Ь, х + л дх) ==

== (Ах, х) + л (Ах, дх) + л (А дх, х) +
+л2 (Адх, дx) 2(b,х) 2л(Ь,дх).

Так как (А дх, х) == (дх, Ах) == (Ах, дх), то F (х + л Llx) ==
Р (х) + 271, (Ах Ь, дх) + л2 (А дх, дх), и

/),Р == Р (х+л дx) P(х) == 2л (Ax b,дх)+)} (А дх, дх). (3)
Если в точке х мноrочлен F имеет минимум, то CKa 

лярное произведение (Ах Ь, дх) должно быть равно
нулю при шобом Llx. Действительно, если П

f
И некотором

дх будет (Ах Ь, дх) =1= О, то при малых л I в правой
части (3) первый член будет rлавным, и если изменить

знак у л, изменит свой знак и вся правая часть, тоrда
как др должно сохранять знак плюс при всяких л, :ма-

дых по абсолютному значению. Ввиду же Toro, что pa 
венство (Ах Ь, дх) == о должно выполняться при лю 

бом дх, отсюда следует Ах Ь == О, и х действительно
есть решение уравнения (1).

Т е о р е м а 2. Если х есть решение уравнения (1),
то мносочлен Р имеет в точКе х собственнbtй абсолют 
ный. минимум во всел! пространстве (Х1,.." хn ).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если х есть решение системы

(1), то изменение Р, указанное в (3), будет при любых
л и дх иМеть значение

др == л2
(А дх, Llx).

Матрица А, по предположению, является положитель-

ной, правая часть равенства Всеrда неотрицательна
и может обращаться в нуль только при Llx == О. Это
доказывает теорему,
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Приведенные две теоремы показывают, что решение

системы (1) и нахождение точки минимума мнorочлена

F суть задачи равносильные.

2. Метод покоординатноrо спуска. Он является об 

щим методом приближения к точке минимума функции
нескольких aprYMeHToB. Для мноrочлена второй степени

этот метод имеет особенно простую форму, как это бу 
дет выяснено ниже,

Пусть имеется приближение х
О
== (x<f, ..., x )к точке

минимума Р. Рассмотри:vr функцию одноrо aprYMeHTa
х1 : Р(Хl' x ,..., x ), и найдем точку ее минимума. Для

этоrо нужно решить ,тшнейное уравнение

д lF (хl' x ,..., x )==

== 2 [a 11x\ + a
j2xg + .., + alпX Ь\] == о.

Оно, по существу, совпадает с первым уравнением си 

стету!Ы (7.9), которая рассматривалась во втором видо 

изменении метода Зейделя для k == О.

Обозначим найденное Х
1 через х], рассмотрим функ 

F (
1 О О

)
u

цию от х2 : хl' Х
2 '

Х
3 ' ,.., Х

п ' И наидем точку ее

минимума. Уравнение для ее нахождения

д
F (

\ 1 О

)дХ2 Хl' Х
2 ' Х

3
' .",

х
п

== 2 [а2\х] + а
22
Х
2 + а

2зхg + ... + a2пX Ь
2] == о

совпада т, по существу, со вторым уравнением си 

стемы (7.9). Продолжим Этот процесс до нахождения x .
После этоrо повторяем llИКЛ вычислении, отправляясь
от значений (х], X ,..., х;).

rеометрическое значение изложенноrо метода пояс 

ним на случае п == 2 и системы двух уравнений. Здесь

F (x j , Х2) == ан (х\)2 + 2а12Х\Х2 + а22 (Х2)2 2 (Ь 1 х\ + Ь2Х2)'

Линиями уровня F == С для Hero будут подобные эл-

липсы с общим центром и совпадающими направле 

ниями осей. Они изображены на рис. 5. При начале
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вычислений мы исходим из точки ХО
и движемся парал-

лельно оси ХI до точки, В которой значение мноrочлена
F становится наименьшим: F == miп == m1. Это слу-
чится, очевидно, в том месте прямой Х

2
== х8, rде она

коснется линии уровня F ==

== m1. После этоrо переме-
щаемся параллельно оси Х2

J:D до места касания прямоЙ
Х

1
== х: С более низкой ли-

нией уровня и т. д.

::С]

3. Понятие о методе rpa-
диентноrо спуска. Этот ме-
тод имеет общее значение и

$1
может быть применен для
нахождения точки миниму-
ма любоrо функционала, для

Рис. 5. KOToporo имеет смысд по-

нятие rрадиента. Мы pac 
смотрим ero простую форму, коrда решается задача
о минимуме функции нескольких aprYMeHToB. Пусть
внекоторой оБJIасти п MepHoro BeKTopHoro простран-
ства х == (хl, . . .

,
хn ) дана ПРОИЗвольная функция F (х)

и нужно найти точку ее МИНиМума. Предположим, что

известно приближенное ПОJl0жение Х
О
== (х?, .." X )

ЭТОЙ точки. Если МЫ хотим возможно быстро, отправ-
ляясь из х

О
, дойти до места МИНимума, то разумно

выйти из хО в направлении, противоположном rрадиенту
F в точке хО

. Путь, по которому мы будем перемещаться,
имеет уравнение х == Х

О
t grad F (хО

) (t О). При
ЭТОМ МЫ должны наблюдать за изменением F при на-
шем перемещении, т. е. следить за изменением функции
одноrо aprYMeHTa

<р (1) == F (хО t grad F (хО»

и остановиться там, rде <p(t) достиrнет cBoero наимень 
шеrо значения. Соответствующее значение t должно
быть решением уравнения <р/ (t) == О.

ДЛЯ функции P(x)==(Ax,x) 2(x,b), соПряженной
с системой (1), уравнение <р/ (t) == О находится Просто.
Здесь gradF(x)==2(Ax b) и <Pи)==(Ax,x) 2(x,b),
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rде х == х
О 2t (АхО ь). Кроме Toro, ввиду СШ\lмет 

ричности А

(Ах, х) == (А ' х) + (Ах, ) == 2 ( ' Ах) ==

=== 2( 2 [Ах
О ь], А {ХО 2t [АхО ьш==

=== 8t (Ах
О ь, А [Ах

О Ь]) 4 (АхО ь, АхО),

:t (х, ь) == ( ' ь) == ( 2[Ах
О ь], Ь) == 2 (AxO b,Ь),

q{ (t)
.

(Ах, х) 2 :t (х, ь) ==

== 8t (АхО ь, А [Ах
О ь]) 4 (АхО ь, Ахо Ь) == О

Отсюда получаем значение t:

(Ах
О Ь, АхО Ь)

t ==
2 (Ах

О Ь, А [АхО Ь] )
.

Ero мы должны подставить в выражение для х, и ре-

зультат принять за первое улучшенное значение Х1 дЛЯ

Х2

3:1

Рис. 6.

точки минимума. После этоrо, отправляясь от х
1

,
вы-

полняем вычисления так же, как для х
О

, и т. д.

Метод rрадиентноrо спуска часто называют методом

н.аuскорейшеzо спуска. Расположение приближениЙ и

перемещений для случая двух переменных изображено
на рис. 6.
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9. Оценка поrрешности прнблнженноrо решення
н мера обусловленности

1. Оценка поrрешностн решення снстемы. Пусть рас:
сматривается система

Ах ==:: Ь (1)

и Х есть ее точное решение. В действительности ре-
шается система с измененными матрицей и свободным
вектором

А]х ==:: bj , А 1
==:: А + 6, Ь] == Ь + '11. (2)

Обозначим ее решение ХI и рассмотрим поrрешность
решения Х1 Х == r. Нашей ближайшей задачей будет
получение оценки r в зависимости от оценок б и '11. по-

строим уравнение для r; с этоЙ целью подставим в (2)
вместо А 1 , Ь 1 и Х I их выражения через А, Ь, Х:

(А + 6) (Х + r) ==:: Ь + '11.

Вычитая отсюда почленно равенство АХ == Ь, получим

Ar + 6)( + бr == Ат + б)(] == '11,

откуда находим

Ar == '11 6Х[ и r ==:: A 1('11 6Х]).
Из этоrо выражения для r сразу же получается нужная
оценка

" r 11 " А 111 (П '11 11 + п 61111 Х] 11 ).

Если матрица А системы участвует в ВЫЧИС.'IеНИ5IХ

точно и, следовательно, можно считать б == О, то выра-

жение и оценка для r упрощаются:

Ar ==:: '11, r ==:: A I'l1, 11 r II "A 111'II'11 11.

2. Мера обусловленности снетемы н матрицы. Дли
количественной характеристики зависимости поrрешно-

сти r решения системы от поrрешности '11 свободноrо

вектора вводятся понятия обусловленности системы и

обусловленности матрицы системы. Ниже в изложении

под нормой матрицы понимается норма, подчиненная

норме вектора.



99] оиЕНКА поrРЕШНОСТИ И МЕРА ОВУСЛОВЛЕННОСТИ 125

!irI! 11 11!!
Расс:vютрим отношения

1XlI
и

1IbI' являющиеся

аналоrами относительных поrреШНОС;l;ей, и опредеJlИМ

меру обусловленности системы равенством

[
11 r 11 . 11 11 I!

]
11 ь 11 11 r 11

===

s plJXiI'lIbiI
==

iXiI s p '11 'YJ 11 < 1.

По определению верна оценка для поrрешности ре-

шения

11 r 11 11 11 11

lfЛ< ТbiI. (3)

Значение может быть просто вычислено. Так как

r == A I'YJ,то Н r 11<11 A l\\'11 'YJ 11; при этом существует такой

вектор 'YJ, что разница между правой и левой частями

неравенства будет сколь уrодно малой. Поэтому

1.ClL == 1/ A
 l

lls p1111 11 I

и

=== Jlll /I A
1

1 1
IIXII l' (4)

в некоторых случаях предпочитают своЙства систе-
мы характеризовать только при помощи своЙств MaT 

рицы А. ДЛЯ этоrо вводят величину 'V (А) === 'V === SUp .
Ь

Тоrда неравенство (3) может быть заменено неравен-
ством

11 r 11 11 11 11

liXi <
'V (А) lbII'

дающим оценку относительной поrрешности решения

через относительную поrрешность свободноrо вектора
с коэффициентом 'V (А), зависящим только от А и Ha 

зываемым .мерой обусловленности матрицы А.

Ввиду Toro, что

Ilbll 11 АХ 11

s pliXiI
==

s pliXТ
== 11 А 11,

дЛЯ ,,(А), если принять во внимание (4), получаем зна-

чение

'V (А) ==11 AII.IIA III.
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Рассмотрим, например, третью, или сферическую,
норму вектора 'и предположим матрицу А симметрич 
ноЙ. Тоrда "А 11 шах I ЛА 1. Так как собственные зна-

чения А и A 1взаимно обратны, то

IIA III==шахКr== тiп/

1

ЛА I
и

тах I л.
А I

\' (А) ==
.

I л I
.

т1ll
А

Принято называть системы уравнениЙ и матрицы с боль-
шими значениями мер обусловленности  tи \' плохо об 

условленными. Если же эти меры имеют небольшие зна-

чения, то системы и матрицы называют хорошо обус-
ловленными.
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rЛАВА 3

выЧИСЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ мноrОЧЛЕНОВ,

ЗНАЧЕНИИ И ВЕКТОРОВ МАТРИЦ

1. Введение

1. О содержании задачи. Во мноrих задачах одно-

временно с матрицей ;4 приходится рассматривать свя-

занное с ней уравнение

ан '). a12 aln

J А лЕ I ==
ан а22 '). а2n

==0, (1)

аnl аn2 . .. аnn Л

которое называют характеристическим (или вековым)'

уравнением матрицы А. Определитель IA  лЕIесть ал-

rебраический мноrочлен степени n от л со старшим коэф-

фициентом ( 1)nи ero обычно записывают в виде

IА /,ЕI==( l)n(Лn Рlлn l ...  Pn)==
==( 1)nРn(л). (2)

Мноrочлен рn (л) называют собствеННblМ мно очленом

матрицы А. Корни ero, которые мы будем обозначать 11,1,

11,2, ..., лn получили название собствеННblХ (или xapaKTe 

ристических) значений (чисел) матрицы А. Они харак-

теризуются тем, что однородная система

Ах == лх (3)

имеет ненулевое решение в том и только в том случае,

lюrда л есть собственное значение А. Отвечающие ему
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ненулевые решения системы (3) получили название соб-
ственных векторов матрицы, соответствующих значе-
нию Л.

Запись характеристическоrо уравнения с помощью

определителя (1) не всеrда удобна для вычислений, и

собственный мноrочлен предпочитают приводить к виду

Рn(Л)==Лn Рlлn l ...  Pт (4)

что можно сделать путем разложения определителя
I А лЕ I по элементам. Затруднение в таких вычисле-

ниях вызвано тем, что диаrональные элементы ero со-

держат параметр л в буквенном виде, и это делает BЫ 
числения rромоздкими.

Было предложено несколько способов, позволяющих

Уl1рощать вычисления коэффициентов собственноrо мно-

rочлена по элементам матрицы А. Некоторые из них бу-
дут изложены ниже.

Разыскание собственных значений матрицы А это

задача решения ащебраическоrо уравнения. степени п

в форме (1) или (4). После Toro, как собственные значе-
ния будут вычислены, соответствующие им собственные

векторы MorYT быть найдены, вообще rоворя, как реше-
ния однородной системы (3).

При решении мноrих научных и технических задач

необходимо бывает находить все собственные значения

матрицы. В этом случае задача называется полной про-
блемой собственных значений. Но существует ряд задач,
rде полные сведения не являются необходимыми и мож 

но оrраничиться меньшим объемом знаний: например,
достаточно указать rраницы, в которых лежат все соб-
ственные значения, как это иноrда бывает при изучении
устойчивости или неустойчивости процессав, или найти

собственное значение, близкое к известному числу, коrда
рассматриваются явления резонанса, и т. Д. Все TaKoro

рода задачи называются частичными проблемами соб-
ственных значений и для каждой из них, чтобы избежать
излишней затраты труда, создаются свои методы perдe-
ния. С частью их мы ознакомимся ниже.

Изложение начнем в следующем параrрафе с полной

проблемы собственных значений и нахождения MHoro 

членов (2) или (4),



SIJ ВВЕДЕНИЕ 129

2. Аннулирующий и минимальный мноroчлены мат.

рицы. .мноrочлен

Р ('А) == аоl.
т

+ all.m l+ ... + ат

называется аннулирующим для матрицы А, если

P(A)==aoAm+a1Am l+... +атЕ=::О.

Чтобы исключить из рассмотрения мноrочлен, тожд ,:

ственно равный нулю, будем считать, что старший коэф.
фициент ао в Р (л) равен единице.

Если Рп (л) есть собственный мноrочлен (4) для мат'-

рицы А, то по известной в алrебре теореме rамиль.;
тона Кели Рп (А) === О, и собственный мноrочлен яв 

ляется одним из аннулирующих мноrочленов А.
Мноrочлен Рп (л) имеет степень n, но в HeKOTOpы 

случаях может оказаться, что существует мноroчлен

'IjJ (/,) степени меньшей n, аннулирующий для матрицы
А, Такой мнorочлен наименьшей степени называют мини..

,маЛЬНbl,/ft .мносочлено.м матрицы А. Укажем на некото-

рые свойства ero,

1) Всякий аннулирующий мнorочлен нацело делится

на минимальный мноrочлен. В самом деле, пусть Р (л)
есть такой мноrочлен. Если разделить ero на 'IjJ (л), то

ОН может быть представлен в форме Р(л) ==='IjJ(л)Q(л) +;
+ r(л), [де r(л) имеет степень, меньшую чем 'IjJ(л). Так
как Р(А) ==0 и 'IjJ(А) ==0, то отсюда следует, что

((А) === О, что возможно только в случае r(л) == О, и

Р (л), С,llедовательно, нацело делится на 'IjJ (л).
2) Отсюда, в частности, вытекает, что собственный

мноrочлен нацело делится на минимальный мноrочлен.

Поэтому корни минима,llьноrо мноrочлена являются соб 

ственными числами матрицы А.

З) Минимальный мноrочлен матрицы единствен..

ный. Если бы существовало два минимальных MHoro 

члена 'ljJ1(Л) и Ф2(Л), то разность между ними r(Л)::::I
t=: 'ljJl (л) '1'2 (л) была бы аннулирующим мноrочленом

дЛЯ А, степень KOToporo меньше, чем у '1'1 и 'ljJ2, что про 
тиворечит их минимальности.

Нам потребуется еще одно понятие. Пусть С есть

произвольный ненулевой вектор. Рассмотрим всевозмож.

5 в. И. Крылов и др., Т.
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ные мноrочлены g(л) со старшим коэффициентом, при 
веденным к единице, такие, что g (А) С ::=о О. К этому MHO 

жеству принадлежат, в частности, все аннулирующие
мноrочлены для матрицы А, но MoryT принадлежать
также мноrочлены g(л), для которых g(A) =1= О.

Среди ВЗЯТЫХ МНОl'очленов выберем тот, который
имеет наименьшую CTeЦ HЬ.Ero называют минимальным

аннулирующим вектор С мноеочлеНОАt матрицы А. Обо-

значим ero ер (л). Он обладает свойствами, аналоrичными

свойствам минимальноrо мноrочлена '\J (л) =

1) если g(A) С == О, то g(л) нацело делится на ер(л) 
2) все корни мноrочлена ер (л.) являются собствен..

ными значениями матрицы А;
3) минимальный аннулирующий вектор С мноrочлен

матрицы А единственный.

2. Метод, основанный на подобном преобразовании
матрицы

1. Нахождение собственноrо мноrочлена. Известно,
:что подобное преобразование матрицы А не изменяет ее

собственноrо мноrОЧJlена. В самом деле, если В C::I

F S IAS,то

I в ЛЕ I == I S IAS лS IES I ==
== I s II'1А лЕJ' ! S 1== 1 А ЛЕ 1.

Естественно пытаться подобно преобразовать мат.

рицу А к такой форме, в которой в явном виде присут,,;

ствуют коэффициенты PI, Р2, ..., Рп собственноrо мно-

rочлена. Для этоrо удобна каноническая форма Фробе.
пиуса:

r
Рl Р2 Рз'" Pп l

1 О О ... О

ф== О 1 О ... О

..........

О О О ... 1

 п

Jо .

. .

о

То, что элементы первой строки действительно являются

коэффициентами собственноrо мноrочлена матрицы Ф,
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можно просто проверить при помощи разложении по ЭJ1е.,

ментам СJ'О.'lбцов:

Pl '),.
1

О

Р2
 '),.

1

Рз ... Pn 1
О ... о

'),. ... о

Рn

О

ОIФ лЕI===

о о о ... 1  '),.

Р2 Рз ... Pn 1 Рn

;:::: (РI л) ( л)n 1
1  '),. ... о о

. . .. .

о 0...1  '),.

=== (РI л) ( л)n 1 Р2( л)n 2+
Рз Р4'" Pn 1 Рn

+
. -:.'),.. :.: . . . . О. ===...

о О... 1  '),.

...
=== (Р1 л)( л)n 1 P2( л)n 2+

+ Рз ( л)n з ... + ( 1)n+1Рn ===

=== ( 1)п(л
n Р1лn 1 Р2лn 2 ... Рn) === ( 1)nРn (л)

В преобразовании Ф === S IASматрицу S целесооб.
разно находить путем последовательноrо приведения

строк к каноническому виду *). Начнем с приведения по 

следнеи. строки. Предположим, что элемент ann l по.

следней строки отличен от нуля. Е.азделим на Hero

(п 1) Й столбец матрицы А. Вновь полученный
(п 1)-й столбец умножим на ani и вычтем из столбца
номера i. Проделав это для i === 1, 2, ...,

n 2, n, при-
ведем последнюю строку к виду Фробениуса. Можно
леrко проверить, что такое преобразование равносильно
умножению А справа на матрицу

1 О О О
О 1 О О

Mn 1===

anп 1
О

...!!Е2......
ann 1
О

ann 1

О

ann 1

1

*) д а н и л е в с к и й А. М., Матем. сб., 1937, 2, [44] 169 171.

5*
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Полученная матрица AMn 1не будет подобна А, и,
чтобы сделать ее подобной А, :нужно AMn l слева

умножить на M; I'Такая матрица существует, так как

1

I Mn 1I == =F О, и можно проверить, что
ann l

M; I==[  'апl

О

... о

... о : ].аn2 ... ann l

О ... О

Заметим, что преобразование M; I(AMn l)не изменит

последней строки в AMn l,и она останется в виде Фро-
бениуса. Этим заканчивается первый шаr преобразова.
ния, и в результате ero получится матрица вида

 I
ан

Al == M; IAMn l== I

an ll
О

I I
а
12 a1n 1

I
aln

1
а

1
an 12... n ln 1

О ... 1

1 .

an ln
О

Второй шаr преобразований аналоrичен первому и со.

стОит в приведении предпоследней строки матрицы АI
к виду Фробениуса при условии неизменности последней
ее строки. Предположим, что элемент a  2n 1в А 1 отли-

чен от нуля. Нужное преобразование можно записат 

в форме

аТI

А2 == M; 2AIMn 2== M; 2M; IAMn IMn 2==

2
... aln 2

2

aln l ауn

a  21
О

О

2
an 2n 2

1

a  2n l
О

1

a; 2n
О

О... о
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Здесь

Mn 2==

1 О О О О

О О О О О

a  11 a  ln 3
а

1
al; lnn 1n 1

1 a  1n 2
а

1
а

1
a,, ln 2 n 1n 2 " 1n 2 n 1n 2

О О О 1 О

О О О О 1

r
! О О О

О 1 О О

M 1
.

n 2
== 1

a,  12
1 1 .

an 11 a,t !n 1an 1n
О О 1 О

 O о о 1 ..J

Прави.тю построения матриц Mn 2и M; 2по АI
ана.'юrично правилу построения Mn 1 И M; !по мат-

рице А, Эта аналоrия правила сохраняется на всех

с.1едующих шаrах.
Таким образом, в реrулярном случае, коrда ann 1=;6:0,

a  1n 2=;6: О, ..
., a ! 

1 =;6: О, после выполнения п 1

шаrов преобразований матрица А будет приведена
к каноническому виду Фробениуса

An 1== Mi IM21. .. M;; IAMn IMn 2

[
a7il a72 1 ... a71  1a 2;;1

] [
Р1 Р2

==
1 О ... О О

==
1 О

, . . . . . . . . . . . . . .

о о ... 1 О О О

М! == S IAS==

... Pn 1 Pn

l... о о
=== Ф.

. . . . , , !

...1 O.J

По первой строке полученной матрицы Ф составляется

собственный мноrочлен А: Рп (Л) === Лп Р1лn 1 ...

... Pn.

Обратимся теперь к нереrулярному случаю. Предпо-
ложим, что процесс приведения А к виду Фробениуса до-

веден до строки номера k и выполнено, следовательно,
п - k шаrов преобразований; при этом оказалось, что
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a k 1=== О. Дальнеишие преобразования зависят от то.

ro, существует ли в строке номера k слева от места

(k, k 1) отличный от нуля элемент, или TaKoro эле-
MeTiТa нет.

Допустим сначала, что aki =1= О (i < k 1). в этом

случае продолжение преобразовании может быть при-
ведено к реrулярному случаю. Для этоrо достаточно по-

менять местами столбцы с номерами i и k 1 и строки
с теми же номерами. Как леrко видеть, такое преобра-
зование может быть записано в виде

тAn kT, (1)

и) (k 1)
 ]О

О 1

О.

1

. 1 . . . и)

Т==

1 . . О. .

1
. (k 1)

I О

О 1

Можно просто проверить, что (1) есть преобразование
подобия. В самом деле, после двукратной перестановки
строк и столбцов получится исходная матрица An k,по-
этому (Т)2 == Е, (Т) 1== Т, и (1) есть действительно
преобразование подобия.

После преобразования '(1) слеДУЮЩЮI шаr может

быть выполнен так же, как в реrулярном случае.
Теперь рассмотрим случай, коrда все элементы стро-

кИ номера k, предшествующие а kk!:l' равны нулю; aZi
k :::::::
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== О, i == 1, ,." k 2. Матрица An hимеет форму

r
, , n k n k tt k tt k

а!1 ... а,я 1\ a
1k aln 1 a

Jn

. . . . .

tt k tt k n k
ak=fn 1

., k

ak JlО" ak lk 1ak lk ak !n

Aп k::= ,, k tt k ,, k
О ... О ам akn 1 akn

О .,. О I О О

. О

О ... О О . .. I О

== [ gп k Cп k]Фп k
'

rде матрицы Bn h,Cn h,Фn h,О В An ,.отмечены раз.'
делительными прямыми. В этом случае, ввиду теоремы
Лапласа *) о разложении определителя, имеет место ра.
венство, в правой части KOToporo индексами снизу обо 

значены порядки единичных матриц:

1 Aп k лЕ 1== 1 Bп k лЕk II'1Фп k лЕп k+11.

Так как Фn hимеет канонический вид Фробениуса, ее

собственный мноrочлен выписывается по элементам пер.

вой строки. Остается привести к каноиическому виду

Фробениуса только матрицу Bn k, имеющую порядок
k 1 < п, и задача преобразований упрощается.

Можно подсчитать, что при изложенных выше преоб-
разованиях в реrулярном случае необходимо бывает

выполнить приблизительно п
3 операций умножения и де-

ления. Как будет вытекать из последующеrо изложения,

раосматриваемый метод по числу операций является од.

ним из наиболее экономных.

Сделаем еще замечание о практической стороне вы-

числений. Чтобы избежать операций с числами, сильно

различающимися по своим порядкам, стараются перед
каждым шаrом преобразований при помощи перестано-
вок столбцов и строк или равносильных им преобразова.
ний вида (1) на места элементоваnn l'a  1n 2'..., a ;; 1
ставить наибольшие из элементов, находящихся левее и

выше их.

*) См., например. А, r. к: у рощ К:урс высшей алrебры. М.,
1962. rл. 1, 6.

.

.
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2. Вычисление собственных векторов. Коrда извест-
ны собственные значения Лi (i === 1, ..., п) матрицы А,
то ее собственные векторы MorYT быть найдены путем
решения однородных систем Ах =='лiх (i == 1, ..., п).
Но если построена матрица S, с помощью которой А при-
водится к виду Фробениуса Ф === S IAS,то нахождение

собственных векторов значительно упрощается. Такое уп-
рощение основано на следующих фактах.

В начале предыдущеrо пункта отмечалось, что если

матрицы А и В подобны: В == S IAS, то собственные
мноrочлены их, а стало быть и собственные числа, совпа-

дают. Что же касается собственных векторов А и В, то

связь между ними устанавливается следующим утверж-
дением: если у === (У1, ..., уn) есть собственныЙ вектор
матрицы В, соответствующиЙ собственному значению л,
то х == (Х1, ...,

хn ) === Sy есть собственныЙ вектор мат.

рицы А, отвечающий тому же значению Л.

ДеЙствительно, пусть Ву == лу; тоrда S IASy== лу;
после умножения слева на S получается равенство
:А (Sy) == лSу, rоворящее о справедливости высказанноrо

утверждения. Оно ПОЗВОJlяет находить собствеННЫе век.

торы А, если известны у, S и лi.
Возвратимся к соотношению Ф == S IAS.Собствен-

ные значения лi будем считать известными. Собственные
векторы Ф находятся просто. В самом деле, система

уравнениЙ

Фу ==ЛiУ'

если записать ее в составляющих вектора у, имеет вид

Р1У1 + Р2У2 + ... + рnуn === ЛiУI,

У1 z:::: ЛiУ2,
... ..

уn 1== ЛiУn'

Так как собственный вектор у находится заведомо ЛИшь

С точностью до численноrо множителя, можно положить

уn == 1. Тоrда все составляющие вектора у найдутся по-

следовательно, начиная с последнеrо уравнения системы

до первоrо, и для у получим

у
== (л7 1tлl 2,..., л1. 1).
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Что же касается первоrо уравнения, то оно приведется

к равенству
п l
+

 п 2
+ +

n

рlл.l Р2""е
. . . Рn

=== л.
i

будет удовлетворяться, так как Лi есть корень собствен-

Horo мноrочлена Рп (л.) матрицы А.

Напомним, что матрица 8 находится в реrулярном

случае изложенноrо метода и в нереrулярном случае,

приводящемся к реrулярному. Например, в реrулярном
случае для нее получается представление вида

S == Mn IMп 2. .. MI .

Умножая на S собственный вектор у, получим для х

выражение

х =:!: Sy == Mn IMп 2.. . Mly.

Каждая матрица Mi (i == 1, ,..,
n 1) отличается от

единичной матрицы только одной строкой. При умноже-
нии вектора на Mi будет изменяться только одна состав-

ляющая вектора. Поэтому в полученном выражении век-

тора х удобно у умножать на MI, М2, ... последова-

тельно.

3. Применение мииимальноrо мноrочлена матрицы,

аннулирующеrо заданный вектор *)

1. Построение мноrОчЛена. Возьмем произвольный
ненулевой вектор **) СО размерности n и по нему соста-

вим рекуррентную последовательность векторов С1 ==

== АСС, С2::: АС! ""'" А2С(), ... Вычисления будем про-
должать до Toro места, коrда впервые получим вектор,
являющийся линейной комбинацией предшествующих

векторов. Пусть это будет вектор ст, и пусть

С
т
== qmCO + qт ICl+ ... + q1cт l. (1)

Среди векторов размерности n может быть лишь n ли-

нейно независимых, поэтому т n.

*) Идея метода была высказана А. Н. Крыловым в статье «О

чнсленном решении уравнения, .. ,», ИАН ОМЕН, 1931, 4, 491 539.

**) Верхний индекс у вектора С есть порядковый номер, у мат-

рицы А показатель степени,
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Чтобы ОЩJ€Д€ЛИТЬ число т и вычислить коэффи"
циенты qi (i == 1, ..., т), обычно записывают paBeH 
ство (1) для наибольшеrо ВОЗМQжноrо т, полаrая т == n:

сп == qnCO + qn lC1+ ... + q1Cn l. (2)

Рассмотрим это равенство в составляющих векторов,
C

i

(
i i i

)положив == CI. С2. ..., Сп :

c?qn + c;qn 1+

c qn+ c qn 1+

+ Cn 1 n
I q1==Cl'

+ c  lql== C , (3)
................

c qn+ c qn 1+ ... + c  lql== c .

Эти равенства образуют н€однородную систему уравне-
нии ДЛЯ нахождения qi (i == 1, _.., п). Определитель си-

стемы зависит от матрицы А, КDторая в вычислениях счи-

тается фиксированной, и от начальноrо вектора СО, кото-

рый можно выбирать ПРОИЗВО.JIьно. В некоторых случаях
оказывается, что определитель системы близок к нулю,
и численное решение системы является затруднитель-
ным. Тоrда можно пытаться улучшить свойства системы,
изменяя СО. По построению системы ясно, что она всеrда

является разрешимой. Для определ€ния paHra ее обычно

приводят к треуrольному виду при помощи метода
[аусса.

Предположим, что выполнимы все п шаrОВ прямоrо
хода метода [аусса, и система IIривед€на к следующей
форме:

qn + bloДn 1+ Ьjзqn 2+ ... + b1nql == gl'

qn 1+ Ь2зqn 2+ ... + b2nqj == g2, (4)

ql == gn.

Это rоворит о том, что определитель системы

с? ... cT 
I

Ll==
о .JZ 1

Сп ... Сп.
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отличен от ну.1Я, И вектары СО, ..., Cn lявляются Ш{ 

нейна независимыми.

Коэффициенты ql, .." qn найдутся единственным аб 

разом из системы. Пакажем, чта они совпадут с COOTBeT 

ствующими каэффициентами сабственноrо мнаrачлена

рn('л)===')..}t. Рlлп. I ... Pтт. е. что Pi==Qi и== 1,
2, ..., n).

Падставив в (2) вместо C
t

их значения C
i =-Alc 

палучим равенство

(АI& q1An 1 ... qnE) СО == О. (5)

С друrай стороны, :ввиду саатнашения Кели

р11. (А) СО ;::: (А
n PIAn 1 ... рnЕ) СО === О.

Вычитая эта равенство пачленно из (5), найдем

[(Р1 Ql) An 1+ ... + (Рn qn) Е] со;:::
=== (Р1 ql) cn 1+ (Р2 qz) cn 2+ ... + (Рn qn) со === о.

Ввиду линейной независимасти вектаров C
i

(i === о,

1, .." п 1) последнее вазмажно талька при Pi === qi

 (i==1, ..., п).
Перейдем теперь к случаю, коrда в прямам хаде Me 

тада [аусса для системы (3) возмажна т < n шаrов

преабразаваний. Пасле их выпалнения, если принять Ба

внимание, чта система имеет решение, 'Она будет приве 
дена к виду

qn + bl2Qn 1+ ыlqn  + ... + OjnQj === gr,

. . . . . . . . . . . .. . . . . . .

Qn m+1+ bmm+1Qn m+ ... + bmnQl === gm,

0==0,

0==0.

Это rоворит о том, чта paHr системы (3) равен т и,

стала быть, среди вектарав с' (i == О, 1, ...,
n 1) есть

лишь т линейно независимых. Ими MarYT быть талька

вектары СО, ..., Cm l.так как из 1''Or'O, 41''0 вектор Ci ли 

нейно выражается через со, ..., Ci l,следует, очевид 

C
i+1

C
i+2 u

но, :что векторы ,. н также будут линеин<)
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l 1-
выражаться через СО, ..., С . Поэтому должно ВЫпол 
няться равенство (1).

Если вновь воспользоваться тем, что с !
== Alco

, то

(1) можно переписать в форме

(Ат qlAm 1 q2Am 2 ... qmE) сО == <р (л) сО == О.

Поэтому <р(Л) == лт q1Jст l ...  qmесть мноrочлен
матрицы А, аннулирующий вектор СО. Коэффициенты ero

ql, ..., qm должны быть найдены из СИСтемы уравнений,
подучающеЙся, если соотношение (1) записать в COCTaB 

ляющих векторов C i ;

C?qm + c:qm 1+

c qm+ c qm 1+
+ Cf lqJ== cf,

+ cT lql== СТ,

c qm+ c qm 1+ ... + c';; lql== с';;.
Такая система имеет раиr т и преобразованияыи пря:.!О-
ro хода метода [аусса приводится к треуrольному виду

qm + bl2qm 1+ Ьjзqm 2+ ... + bjmql == gl,

qm 1+ Ь2зqт 2+ ... + b2mql == g2,

ql == gm'

После нахождения qi' (i == 1, ..., т) построим мно-

rочлен <р (л). Покажем, Что он является минимальным

аннулирующим вектор СО. Действительно, если бы суще-
ствовал мноrочлен ф(л), удовлетворяющий условию
'Ф (А) СО == О и имеющий степень меньше т, то это проти-
воречило бы линейной независимости векторов со, ..

..., Cm l.

Корни мноrочлена <р (л) являются собственными зна-

чениями матрицы А, и, решая уравнение <р (л) === О, мы

найдем либо все собственные значения А, либо их часть.
В последнем случае для наХОЖдения недостающих соб-
ственных значений необходимо изменить начальный век-

тор СО.

2. Нахождение собственных векторов. Напомним, что
собственный вектор, соответствующий собственному зна.

,чению 'Ai, может быть найден как решение однородной
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системы Ах == лiх. В рассматриваемом методе задача pa 

зыскания собственных векторов в частных случаях MO 

жет быть упрощена путем использования промежуточ 

ных результатов вычислений.

Пусть лi есть корень минимальноrо мноrочлена

<р (л) === лm qlлm 1 ... qm, аннулирующеrо вектор

СО. Собственный вектор xi
, принадлежащий Лi, будем

находиТЬ в форме линейной комбинации построенных
выше независимых векторов СО, ..., Cm l:

i
C
m l

+ А C
m 2

+
о

х ===  il l'i2 . .. +  imC. (6)

Отметим, что такой выбор представления собственноrо

вектора Xi является оrраничением, и мы не сможем при

помощи (6) получить собственные векторы А, отвечаю 

щие Лi, которые не принадлежат линейному подпростран-

 TBYСО, ...,
Cm l.

Коэффициенты  ц(j === 1, ..., т) нужно выбрать
так, чтобы было Axi

== Лiхi. Если подставить сюда вме-

сто Xi ero представление (6) и воспользоваться тем, что
.

i+1
АС" == С ,то получим

 iiCm+  i2Cm 1+ ... +  imCl==
=== Лi ( пcm l+  i2Cm 2+ ... +  imCO).

Исключим отсюда Ст при помощи ero выражения (1) и

соберем все члены налево:

(qj H+  i2 Лi iI)cm l+ (q2 i1+  i3 Лi i2)cm 2+

... + (qm I i1+  im Лi lm I)С1+ (qm i1 ЛI iт)СО === О.

Ввиду линейной независимости векторов СО,..., cт 1

такое равенство возможно только в том случае, коrда

все ero коэффициенты обращаются в нуль, что приводит
К следующей системе уравнений для  o:

ql i1+  i2 Лi iI== О,

q2 i1+  i3 Лi i2== О,
. . . . . . . . . . .

qm l il+  lm Лi im 1=== О,

qm l1 Лi im=== О.
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Из нее последовательно находим

 i2== (лt qJ) il'

 i3== (Л7 q1Л t q2.) Рн,

А ( 1 т 1 1 т 2 1 т 3 )Pim
==

"'; Ql"'i q2"'t  ... qт 1 il'

(
т т 1 т 2

) ( )л
i q1Лt q2Л t  ... qm  tl=== ер лt  il== О.

Последнее из равенств является тождеством, так как

ер (л;) r=:: О. Коэффициент /3;1 остается произвольным.

Здесь лi есть корень минимальноrо мноrочлена ер (л).
Проделав указанные вычисления для всех корней ер (л),
мы получим несколько собственных векторов, которые
MorYT не образовать полную систему независимых соб-
ственных векторов А. Недостающие векторы, как и при
вычислении сооственных значений, можно искать, изме-

няя начальный вектор са,

4. Два видоизменения правила применения
минимальноrо мноrочлена

Правило вычисления собственноrо или минимальноrо

мноroчленов посредством простой итерации исходноrо

вектора СО при помощи умножения на заданную матрицу
11 требует решения системы (3.3), и если последняя

плохо обусловлена, то это является трудной или даже

практически невозможной задачей. Чтобы избежать
Этоrо затруднения, предлаrались видоизменения пра-
вила; о двух из них, сходных по идее, будет сказано

ниже.

1. Метод ортоrоиализации. ПО произвольно- выбран-
ному вектору СО =1= О построим вектор

с! == АСО
gloCO,

при этом g10 выберем так, чтобы С1 был ортоrонален -СО,
Условие ортоrональности (С1, СО) == О дает для glo зна-
чение

(АСа, СО)
gJO ===

(СО, СО)
.
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ЕС.1И Сl === О, то мноrочлен

<Рl (л) === Л glO

является минимальнЫМ мноrочленом матрицы А, анну-

ШIРУЮЩИМСО. Если же Сl =1= О, то вычисляем АС! и по

нему образуем вектор

С2 == АСI g21C1 g20CO;

при этом коэффйциенты g21 и g20 выбираем так, чтобы

С2 был ортоrонален к СО и С1. Условия ортоrональности

(C С1) === О И (С1, СО) === О дадут значения

(АС!, CI) (Аса, СО)
g2l=== (c!,CI)'

g20== (СО, СО)
.

в случае коrда С2 == О, равенство

(А g21)C
I g20CO == (А g21) (А glO) СО g20CO ==

=== А2СО (glO + g21) АСО (g20 g21g10) СО == О

дает нулевую линейную комбинацию векторов СО, АСО,
А2СО. Поэтому мноrочлен

(jJ2(Л) == (л g21) (л glO) g20 === (л g21) <Рl (л) g20

будет минимальным мноrочленом матрицы А, аннули-

рующим СО. Коrда же С2 есть ненулевой вектор, процесс

ортоrонализации продолжается.

Предположим, что построены ненулевые, попарно ор-

тоrональные векторы Сl, С2, .,., cт l.По ним строится

вектор
.

С
m

Ac
m l

C
m 1

С
О

=== gmm 1 ... gmO , (1)

и коэффициенты gmi выбираются так, чтобы он был ор-

тоrонален к СО, ..., Cm l,т. е. чтобы выполнялись усло-
вия (ст, Ci) == О (i == О, 1,..., т 1). Для gmi полу-

.чаются значения

.' (AC i
, Ci)

gmi ===

(Ct, Ct).
(i === О, 1, ..., т 1). (2)
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Параллельно с векторами Ci по коэффициентам g;j
составляются мноrочдены

(fJ0 (л) === 1,

(fJ! (л) """" (л glO) <Ро (л),

<Р2 (л) === (л g21) <РI (л) g20<P0 (1.),
QJз (л) === (,\, gЗ?) <Р2 (л) gЗI<РI (t,) gзо<ро (Л), (3)

<Рт (л) === (1, gmт l)<Pт l(А)

gmт 2qJт 2(л) '" gmo<Po (л).

Так как в п MepHOMпространстве существует лишь п по-

парно ортоrональных векторов, то при некотором т п

получится нулевой вектор Ст. Равенство

О Ac
т I

C
т 1

C
т 2

С
О=== gmm 1 gmm 2 ... gmo ==

=== (А gmm l)<Pm l(А) СО gтm 2(jJm 2(А) СО ...

. " gтo(fJo (А) СО == <Реп (А) СО (4)

rоворит о ТОМ, что векторы СО, АСО, ..., Атсо Являются

линейно зависимыми, и мноrочлен <Рт(А) есть минималь 

ный мноrочлен матрицы А, аннулирующий СО.
При помощи векторов Ci (i == 0,1,..., т 1) MorYT

быть найдены собственные векторы матрицы А. Пусть
л; есть корень мноrочлена <рт (л). Отвечающий ему соб..
ственный вектор Xi будем искать в форме

l
А C

m l
+ А C

m 2

+ .

+ А С
О

Х ==
tlll t'i2 . . .  im. (5)

Коэффициенты  ijIвыберем так, чтобы выполнялось ус".
ловие

Ах
е
=== Лlх

l
.

Подставляя сюда вместо х; ero выражение (5) и учиты-
вая следующее равенство, вытекающее из (1).

Асl
""'" CI+ I

+ g/+l/CI + ... + g/+loC
o
,
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после неСJ1ажных rруппировок ЧJ1енов получим

(:л'i il  ilgтт 1  i2)cт 1+

+ (Лi i2  i1gтт 2  i2gт !т 2 i3)cт 2+
" . + (Лi iт 1  ilgт1  i2gт 11 '"  iт lg21  iт)С! +

+ (ЛI im  ilgmo  i2gm !0 '"  lmglO)СО == о.

Ввиду J1инейнай независимасти вектарав С! (i == О,
1, ...,

т 1) паследнее равенства вазмажна тадька в

том случае, каrда коэффициенты при этих вектарах paB 
ны нулю:

ЛI i1  i!gmm l  i2== О,

ЛI i2  i!gmт 2 i2gm lm 2 i3== О,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)

Лi im !  ilgml  i2gт 11 ,..  im lg2!  im== О,

лi 13lm  ilgтO  i2gm ;O ...  img10== О,

Из палученных уравнений паследовате.1JЬна нахадятся

 i2,  i3, .,.,  iт, при этам каэффициент  il 'Остается

праизвальным. Эта связано с тем, чта сабственный век.

тар заведома 'Определен дишь с тачнастью до числен.

Hara мнажителя.

При нахаждении  ij и::::>:: 2, ..., т) паследнее ypaB 
нение 'Остается неиспользаванным, и можна паказать, чта

'Она является следствием первых т 1 уравнений и ра-
венства qJт(Лi) == О.

Если указанным путем будут найдены не все саб 
ственные числа и вектары матрицы А, та изменяют на-

чальный вектар СО и павтаряют вычисления.

2. Метод приведения к НУЛ!О составляющих итери 
pqBaHHbIx веКТ9РОВ. Внавь возьмем некоторый вектор
.со :rF. О и построим вектар

Сl == АСО gI0CO,

{'де glo выберем так, чтабы первая саставляющая век-

т'ора СI была равна нулю. Затем 'Образуем вектар

С2 == АС1 g21C1 g20CO,

И коэффициенты gZI, g20 падберем из уславия, чтабы у С2

uбратились в нуль две первые саставляющие, и т. д. Если
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F'I\ С I C
т 1

С
m

известны векторы '-' , , ..., , то строится
в виде

С
т
== Acт 1 gmrrr-lСт l gтm 2Сm 2. .. gmoCO, (7)

коэффициенты же gmj (j == О, . . .
,
т 1) выбираются

так, чтобы первые т составляющих Сm обратились в

нуль. В этом процессе не всеrда можно выполнить n ша 

rOB. Мы остановимся на реrулярном случае, коrда все

n шаrов являются выполнимыми, и будем считать

c =1= О, cJ =1= О, .. ., c  1=1= О. (8)

Векторы СО, CI, ..., cп l, очевидно, линейно незави 

симы, и ИХ составляющие образуют треуrольную MaT 

рицу с диаrональными элементами, отличными от нуля.
Заметим, что правило их вычисления (7) имеет ту

же форму, что и правило (1) в методе ортоrонализации,
но с друrим смыслом коэффициентов gij: в методе орто.
rонализации они находятся из требования ортоrональ,
ности С

т

К С
;

(i < т), тоrда как в рассматриваемом
из условия обращения в нуль первых т составляющих

вектора Ст.
Можно утверждать, что все формальные следствия,

не зависящие от смысла gik, которые были извлечены

в п. 1 из праВИJlа (1), будут верны и в методе обращения
в нуль составляющих итерированных векторов C

i
; на-

пример, можно утверждать, что и здесь векторы Сm

представимы в форме
С
т
== <Рт (А) СО (т == 1, 2, ..., n 1),

rде мноrочлены <rт(Л) вычисляются по формулам (5)
при значениях gij, которые определены в настоящем

пункте. Мноrочлен <рп (л), найденный по тому же правилу
(5), будет минимальным мноrочленом матрицы А, анну-

лирующим СО. Старший коэффициент ero равен единице,

он должен нацело делиться на собственный мноrочлен

Рn(л), И поэтому ДО.lжен совпадать с Рn(л).
Пусть лi есть любой корень СРп (л). Соответствующий

ему собственный вектор х; есть решение однородной си-

стемы Axi == Лiхi; но ero можно найти, пользуясь векто-

рами С; .(i == О, 1, ''',
n 1), вычисляемыми при по-
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строении qJn, Будем искать Xi в виде линейной комбина 

ции из Ci;

х
!
== gilCn 1+ gi2Cn 2+ ... + ginCo. (9)

Численные множители gij (j == 1, ..., п) должны быть

выбраны так, чтобы удовлетворялась однородная си 

стема для xi
, указанная выше. Подставляя в нее вместо

xi
разложение (9) и воспользовавшись соотношением,

вытекающим из (7),

Acm 1== Ст + gmm pm 1+ ... + gmoCO (т < п)

и тем, что Сп == О и qJ (Лi) == О, придем к системе ypaBHe 
ний для коэффициентов  ij (j == 1. .,., п), отличаю-

щейся от (6) значениями величин gтт 1И тем, что т

заменено на п:

Лi il  ilgnn 1  i2== О,

лi 13i2  ilgnn 2  i2gn ln 2 i3== О,

Лi in 1  ilgnl  i2gn 11 ...  in lg21  in== О,

Лi in  i1gnO  i2gn<--10 ..,  niglO== О.

Если  i1считать произвольным, то из уравнений после-

довательно MorYT быть найдены  ij (j == 2, ..,. п). По 
следнее уравнение есть следствие предыдущих и равен-
ства qJn (Лi) == О.

5. Интерполяционный метод нахождения
собственноrо мноrочлена

Интерполяционный метод является общим и позво-

ляет вычисление определителя, элементы KOToporo суть
мноrочлены от HeKoToporo буквенноrо параметра, при 
вести к вычислению нескольких определителей с числен-

ными элементами, что может значительно упростить за-

дачу. В частности, этот метод применим к вычислению

собственноrо мноrочлена матрицы

рn(х) ==  (x)==D (хЕ A)==( l)n D(A хЕ) ==

n n 1 n 2 n
П ( )== х PIX р'}}'  ... Рn == х х ,

П (х) == P1xn 1+ pzXn 2+ ... + Рn'

(1)



148 ВЫЧИСЛЕНИЕ СОВСТВЕННЫХ мноrОЧЛЕНОВ [rл, III

Но интерполяционный метод ввиду ero общности не учи-
тывает некоторых свойств определителя D (хЕ А) и по-

этому в- отношении числа -операций несколько уступает
изложенным выше методам. Несмотря на это, в книrе

приведена идея интерполяционноrо метода, так как опре 
делители D (А лЕ) являются не единственными, содер-
жащими произВ'ольные параметры в своих элементах,
которые встречаются в приложениях *) и к вычислению

которых интерполяционный метод может быть применен.

1. Приведение к линейной системе уравнений. Для
нахождения п коэффициентов Р1, ..., Рп собственноrо
мноrочлена достаточно вычислить п значений определи-
те.'IЯ (х). Выберем п различных значений (Х1,"., хп )
параметра х и рассмотрим соответствующие им значения

 (Xi)== ( I)nD(A xiE)исходноrо определителя.
Для нахождения Pi (i == 1, .,., п) получим систему

п линейных уравнений

Х1 P1xl 1 P2X'i 2
ХN Р

yn 1 п Xn 2-

2 1"2 {'2' 2

Рn
== (Х1)'

Рn == (х2), (2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn p xn 1 px
n 2 

p == (x )n lп 2п
...

n n.

Ее определитель является определителем Вандермонда;
он отличен от нуля, так как все Xi (i == 1, ..., п) раз-
личны между собой; следовательно, система имеет един-
ственное решение.

2. Связь с задачей интерполирования. Можно ука-
зать простое явное выражение Рп (х) череззначения оп-

ределителя  . Рассмотрим мноrочлен П (х) == х
п

Рп (х) == х
п (х) == P1xп 1+ ... +Рn. Условия (2)

для коэффициентов Pi можно переписать в форме

П(хi) ==x7  (Xi) (i == 1, 2, ..., п)

и истолковать их как условия совпадения значений мно-
rочлена П (х) с функцией хп (х) в избранных п уз-

*) к: их числу принадлежит, например, определитель D (А
хВ) (rде В произвольная квадратиая матрица), близкий к

D (А хЕ) по строению и свойствам,
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ilax. Поэтому мноrочлен П должен быть для этой функ-
ции интерполирующим мноrочленом и через значения

функции иметь слеДующее представление:
n

(о (х) n

)П(х) ==:

(x x.)(o1(х) [х/ L1(Xt ].
/ 1

t /1

(о (х) == (х X j ) (х Х2) ... (х хn),
'что дает приводимое ниже выражение собств нноrомно-
rочлена рn(х) через значения определителя д(х) в уз-
лах xi:

n

Р ( )  n '\"' (о (х)
[

n А

( )] (3)n
х Х

(х хJ (01 (х 1)
х

/
tl Х 1 .

6. Итерационный степенной метод нахождения
собственных значений и собственных векторов

Этот метод применяется в частичной проблеме соб-
ственных значений и дает, вообще rоворя, удобное
средство для нахождения одноrо или небольшоrо числа

наибольших по модулю собственных значении.

1. Нахождение наибольшеrо по модулю собственно-

ro значения и соответствующеrо собственноrо вектора.
Будем считать, что матрица А обладает полной системой
п линейно независимых собственных векторов, или, что

равносильно, имеет только линейные элементарные де-

лители. Так будет, например, в тех случаях, коrда соб- .

ственные значения А все различны между собой, или
коrда матрица А является симметричной.

Обозначим собственные значения и векторы А соот-
Еетственно "'1, "'2, ..., 'kn и Xl, х2, ..., х

n
. Предположим

также, Что "'i перенумерованы в порядке невозрастания
модулей:

I "'1 I I "'21 ... I "'n 1.

Возьмем произвольный вектор уО ==: (У1, ..
., y )и по.

строим рекуррентную последовательность векторов:

уО, уl == АуО, у2 == Ау! ==: А2уО, ...

. .
., yk == Ayk 1== ... == AkyO, ".
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Чтобы выяснить, каким будет yk при больших k, раз-

ложим уО по собственным векторам Xi:

уО == <l1х1 + <l2х2 + ... + <lnХn .

k' k i

Приняв во внимание, что А х' == ЛiХ, получим
k

A
k О k 1 k 2 k n

у == у == ЩЛ1Х + <l2Л2Х + ... + <lnЛnХ .

(1)

(2)

Предположим, что 11..11 > 11..21 и 0;1 =1= О. Torдa при боль-

ших значениях k в правой части (2) первое слаrаемое

будет, очевидно, rлавным. Для нахождения 1..1 векторное

равенство (2) удобнее записать в составляющих. Введем

следующие обозначения:

k
(y

k k k
) Х

;
(x

;
Х

'
Х

е

)У J' У2' ..., уn' , 1" 2'
...,

n'

Равенство (2) равносильно n численным равенствам

у: ==  lsЧ+  2sЧ+ ... +  nsл , ts== <liX , (3)
S == 1, 2, ..., n.

О
k+! k

бтношение составляющих У8 и У8 удет равно

y +1  18л. +1+  28л. +1+ ... +  nsл. +1
==

f.tlsл.f +  28Л + ... +  nsЛ 
1 +

k+1
+ +

/НI
'\'28(.1.2 ... '\'n8(.1.n

(4)==1..1
1+'\'28111+ ... +'\'ns!1 

rде

 iS
"Уе. ==/3;;'

 '}ч
 e  . (5)

Так как IlLil < 1 (i> 1), то при неоrраниченном росте
k верно соотношение

yk+1
== 1..1 + о ( I !l2I

k
),

Ys
(6)

и для достаточно больших k с принятой точностью будет

yk+l
1 ""

8

1111 "'"

и:
. (7)
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Правая часть зависит от номера s взятой состаВ.'JЯющей,
и если эта часть будет иметь одинаковое значение при
всяких s в пределах J1рИНЯТОЙ точности, то это является

некоторой, правда, не достоверной, rарантией Toro, что

взято достаточно большое значение k.

При достаточно больших k в представлении (2) век-

тора yk все слаrаемые справа, начиная со BToporo, будут
иметь значения менее принятой поrрешности вычисле-

ний, и сохранится лишь первое слаrаемое. Отсюда полу-
чается правило для приближенноrо нахождения соб-

cTBeHHoro вектора х1 :

1 k
х

1
У .

UIЛ1

Так как хl определен только с точностью ДО числеп.

Horo множителя, То постоянный множитель «(ХIЛ,о t
можно заменить любым числом и считать

хl == Ckyk.

в случае симметричной матрицы А можно указать

друrой вычислительный процесс, более быстро сходя-

щийся к наибольшему по модулю собственному значению

л'!. Симметричная матрица А имеет полную систему соб-

ственных векторов х
1

, ...,
хn

,
И их всеrда можно счи-

тать ортонормированными: (xi
, xj);:;:: бij (i, j == 1,..., п).

Представление (3) позволяет вычислить скалярные
произведения

(y
k

,

k

) 2 2k
+ 2 2k

+ +
212k

у == (X!Jl.1 (Х21\,2 . . . (Хn'''п ,

(yk+l,

k

) 2 2k+1
+

2 2k+l+ +
2 2k+1

у (111\,1 (Х21\,2 . . . (Хn.'\,n .

Поэтому при увеличении k будет

(уН1, yk) k

(yk, yk)
== л,! + о (J rt2 r ), (8)

а для достаточно больших k имеет место, следовательно,

равенство

""
(yHl, yk)

л'1 '"
( k k)

.

У , У
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Сравнение (6) с (8) показывает, что первое из рас-
смотренных правил вычисления ЛI имеет скорость схо-

димости не медленнее rеометрической проrрессии со зна-

менателем I f..t21, тоrда как во втором способе аналоrич"

ный знаменатель есть I f..t212,

2. Некоторые более сложные случаи.
1) Кратное доминирующее собствеlIное

з н а ч е н и е. Пусть ЛI z:= == ... == Лr И I ЛII >
> I Лr+1! ... в этом случае разложение (2) прини-
мает вид

yk === Ч (а1
х

l + а
2
х
2 + ... + arx

r

) + аr+1Л +lхr+l+

Составляющие же yk будут иметь выражения

у: ==  ISЧ+  r+ISЛ +1+ ... +  nsл ' (9)

 JS=== alx; + ... + arx ,  is=== asx (! > r).

При возрастании k верно равенство

уН1
+ ::::!2 ЛI + о (1 f..tr+1 jk),
Ys

(10)

из KOToporo получается правило вычисдения ЛI, рассчи-
танное на достаточно большие значения' k:

y +l
Лl  '

Ys
(11 )

Для больших k в разложении yk сохранится в принятой
точности вычислений лишь слаrаемое с ЛI, остальные

будут пренебрежимо малы, и разложение будет иметь

вид

уk Ч(а1хl+ ... +arxr).
Это равенство позволяет найти только один собственный

вектор, отвечающий значению ЛI, ДЛЯ нахождения
остальных r 1 собственных векторов для Л1 нужно из-
менять начальный вектор СО и проделывать вновь ука-
занные вычисления.

2) Случай двух наибольших собственных
3 н а ч е н и й, о т л и чаю Щ и Х с я з н а к а м и. Предполо-
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ЖИМ, что /'2 ===  /"1И P'II > I лзl ... Тоrда (2) будет
иметь форму

ylt ===лаа1лfх
l + ( 1)1tлfх

2

] + а
зЧхЗ + ...

или, в зависимости от четности инечетности чисм ите 

раций k,

y21t === лi
lt

(а 1
х

1
+ а

2
х
2

) + а
зчltх3 + ...

} (12)
у2НI === лiН1 (а1

х! а
2
х
2

) + азЧНlх3 + ...

Следовательно, если отличны от нуля коэффициенты при
степенях Лl, верны равенства

y21t+2 y21t+1
=== лi + 0(' Jtз/

21t

) И ;k 1=== лi + 0(1 Jtз/
2k

),
ув ув

откуда вытекают следующие правила вычисления 1..1 при
больших k:

Y
2k+2

2 s

'"1

Is
k '

Y
2k+1

2 s
1..1 "2k=Т .

ув

Коrда k есть достаточно большое число, то в выраже 
,ниях для у2п+1 и у2п+2 в rраницах точности сохранятся
только члены с 1..1 и 1..2 ===  ЛI:

у2Н1 лik+1 (а1
х

1

azt2),
y2k+2 лik +2

(al
x

1 + а
2
х
2

).
Отсюда, составляя комбинации у2п+2 + л1у2fi+1 и у2Н2

Лlу2k+1, можно найти собственные векторы Xl и х
2
;

х
1
=== с1 (i

H2
+ Лlу2Н1),

:с == C (y2k+2 л1у2k+').

3) Сл У чай Д в у х к о м п л е к с н o cо п р я ж е н Н ы х

н а и б о л ь ш и х п о м о Д у л ю с о б с т в е н н ы х з н а ч е-

н и й. Матрицу А и начальный вектор уО предполаrаем
действительными. Пусть 1..1 === rei8

, Л2 === rl:i8
=== Л 1 ,

11..11 === r > Iлз\ ... Собственные векторы хl и х
2
мож-

но считать комплексно-сопряженными: х
2
== xl

. Так как

иО и А действительны, то будут действительными и

векторы уп.:;::: Апуо .(k:::::: О, 1,.. .). Как и раньше, будет
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верным представление (3) для составляющих y векто-
ра yk; при этом коэффициенты (3is, соответствующие
комплексно-сопряженным собственным значениям, будут
комплексно сопряжены. В частности, (32э ==  1э. Пусть *)

f31B == Rei<p и f32B == Re i!f!.,

Предположим, что R =1= О. Равенство (3) в рассматрива -
мом случае будет иметь вид

y == 2Rrk соз (k8 + qJ) + (3звл.: + ... + (3nвл. .
Отсюда вытекает, что при возрастании k верным яв-

ляется соотношение

y == 2Rrk соз (k8 + qJ) + о ([ "зl
k
). (13)

Аналоrично

y +1== 2Rrk+1 соз [(k + 1) 8 + qJJ + 0([ "3 rk), (14)

y +2== 2Rrk+
2
cos [(k + 2) е + qJJ + о (1 "зl

k
). (15)

Рассмотрим определитель

k I
и:

/в== k+1
ив

 +1

1у; +2
и вычислим ero значение, пользуясь приведенными выше
выражениями для Y

k
Y
k+1

Y
k+2.

s' s ' s
.

1: == 4R
2
r
2k +2

{cos [(k + 2) е + qJJ cos [k8 + qJJ
cos2 [(k + 1) е + qJJ + rkO (1 А.зl

k
)} ==

== 4R2
r
2k+2 sin2 8 + rkO (! "зlk).

При замене k на k 1 получим

1: 1== 4R
2
r
2k

sin
2
е + rkO (1 лз Ik).

Следовательно, I "1[ === r можно при достаточно больших

k вычислить на основании формулы

lk ykyk+2 (уН1)
2

2,......"., s,......"., s s S
r """"/i=Т""" k 11<.+1 (

Я

)
2

.

[в УЭ иэ УВ
(16)

*) Для ПрОС10ТЫ записи индекс 5 у величин R и q> опущен, "
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Ддя нахождения cos е достаточно обратить внимание на

то, что

y +2+ ,2y ==

== 2Rrk+2 {cos {(k + 2) е + <р] + cos [kO + <р]} + о (! лз l
k
) ==

== 4Rrk+2 cos [(k + 1) е + <р] cos е + о (1 1.3 jk) ==

== 2ry +1cos е + о (1 лз l
k
),

и поэтому при больших k с принятой точностью будет

y +2+ ,2 
cos e 

Н1
'

2rys
(17)

в правых частях приближенных равенств (16)- и (17)
стоят величины, зависящие от S, т. е. от выбора COCTaB 

ляющей векторов yk, yk+l, yk+2. Если правые части в пре-
делах принятой точности будут одинаковыми для всех S,

то это может служить некоторой rарантией Toro, что

взято достаточно большое значение k.

После наХОЖдения 1.1 и {..2 можно без труда найти соб-

ственные векторы хl и х2
. Действительно, для двух смеж-

ных итерированных векторов имеем равенства

yk == a
1чхl + а

2Чх2 + о (1 Лзjk),
уН! == аlЧ+lхl + а2Ч+1х2 + 0(1 Л

з jk).
При ПОМОЩИ их находим

уН1 л2уk == а
1Ч (Л1

л
2)х

1
+ 0(1 л

з l
k

),
уНI л1уk == а2Л (Л2 Л

l ) х
2 + 0(1 л

з 1
k

).
Если отбросить справа остатки О (11.з j k), будет видно,
что за векторы х 1

и х
2
можно принять соответствующие

части этих равенств.

.

3. Нахождение собственноro значения, BToporo по

величине модуля. В принципе степенным методом MO 

жет быть найдено любое собственное значение матрицы.
Так, если мы хотим найти Л2 при условии I Л2\ < \ {..11, то

в последоватедьности у" (k == О, 1, ... ) МЫ должны ис 

ключить из yk часть, содержащую 1.1, тоrда r.1авной
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частью будет слаrаемое, содержащее А2, н ero можно на-
ходить сходным путем, как и выше. Однако при больших
k c,'IaraeMOe с Jч является rлавной частью, и исключение
ее связано с большой потерей точности вычислений, По 

этому вычисление А2 бывает связано с необходимостью
значительноrо увеличения точности вычислений, в ча-

стности с необходимостью находить АI с большим числом

верных значащих цифр, и с большой потерей точных

знаков при опреде,'Iении '),2. Еще большая потеря верных
знаков будет происходить при нахождении собственных

значений, меньших по модулю А2, И такие значения CTe 

пенным методом находятся в редких случаях.
Рассмотрим вопрос о нахождении А2 в наиболее про-

стом случае, коrда выполняются неравенства

I Аll > I А2 1 > I Азl . . . (18)
Как и выше, пусть рассматриваются составляющие но-

мера s в yh И уМ1:

y === В]sЧ +  2sA +  зsЧ+ ...,

}УТе+l===(.!.  ,Тe+1+ A )Нl + А лk+l +
(19)

s l"lsfw l tJ2s ....2 tJ3s 3
. . .

Исключим член с 1.1, для чеrо составим следующую ком.:

бинацию:

y +l I'IY ===  2SЧ(1'2 1'1) +  зsЧ(лз л
1 ) + ... (20)

Заменой k на k 1 получим еще одно нужное нам ра.
венство

y "'ly; 1=== В2sЧ 1(/v2 ').I)+  зsч 1("'з АI)+ . .. (21)

При  25=1= О из двух последних равенств получим
11.+1 k о k о k

Ys Л\Уs 1
1 + Vзs !tз + V4s!t4 + ...

1

[1 + О (
"'

)]11. ,k 1 rv2 · "' 1 о k 1  "'2 J.L з '
Ys  ЛIУs 1 +Vзs!tз +V4s!t4 + ...

о  is(Лi ЛI) Лi
)';s

===

 2S(1'2 лд
' !J.i == л; (i == 3, 4, .. .),

Ввиду I J.tзl < 1 отсюда следует правило приближенноrо
вычисления "'2, верное с тем большей точностью, чем
большее значение имеет k:

y +1 Л1У 
Л2 k k I

 ' (22)
Ys 1.1Ys
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Необходимо сделать некоторые пояснения техники при 
менения формулы (22). Напомним, что при нахождении

ЛI число k выбирается столь большим, чтобы при приня 
том числе верных знаков в правых частях равенств вида

(19) все члены, начиная со вторых, находились вне при 

нятой точности И их можно было бы отбросить. Тоrда

справа сохраняются только первые члены и Л1 найдется
как отношение y +1к у;. Пусть Л1 найдено.

При нахождении Л2 мы должны уменьшить значение

k настолько, чтобы в правых частях равенств (19) в при 
нятой точности еще сохранились вторые члены с Л2, и

вне этой точности оказались члены с /'3, Л4. ... Анало 
rичное должно произойти и В равенстве\, полученном при
замене k на k 1. Но тоrда в правых частях равенств

(19) первые члены будут превышатьвторые, а вторые
превышать третие в меньшее число раз, чем при нахож 

дении ЛI. Соответственно определяемая из (22) величина

Л:z будет содержать меньше достоверных знаков, чем ЛI.
В формуле (22) правая часть зависит от номера s BЫ 

бранной составляющей, и число совпадающих цифр в:

значениях Л2, полученных для разных s, дает некоторую

неполную возможность судить о действите.'IЬНОМ числе

полученных верных знаков.

7. Итерационный метод вращении
для полной проблемы собственных значений

ЭТОТ метод применим к эрмитовым матрицам с комп 

лексными ЭJ1ементами, но для простоты мы рассмотрим
ero для действительных симметричных матриц.

1. Введение. Всякая симметричная действительная
Матрица А может быть приведена к диаrональному виду
подобным преобразованием

А == UAU I, (1)
rде U ортоrональная матрица и А диаrональная,

элементами которой являются собственные значения

ЛI, ..., ЛN матрицы А. Так как для ортоrональной MaT 

рицы обратная совпадает с транспонированной (U I==
!"'= и'), то равенство (1) равносильно следующему:

И'АU == Л. (2)
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Оно дает возможность построить MHOrO алrоритмов
для приближенноrо вычисления матрицы А, отличаю-

щихся между собой способами построения матрицы U.
В основании их лежит следующий простой факт. Пусть
каким либоортоrональным преобразованием с матрицей
О мы привели А к некоторой матрице А, мало отличаю-

щейся от диаrональной, и получили равенство

U'Ай == А,

I ЛI л'12 .., л'ln

А ==

I  21. .л'2. :.: .Л2.n
. л'nl л'n2 ... лn

(3)

(4)

Собственные значения А и К совпадают между собой.

Если бы оказалось, Что все недиаrональные элементы

Лij (i =1= j) в А равны нулю, то равенства (2) и (3) сов-

пали бы, и собственны зна'!.ения А были бы равны диа-

rональным элементам Лi в А. Если же недиаrональные

элементы 'Лij (i =1= j) не все равны нулю, но все будут
иметь малые значения, то следует ожидать, что собствен-

ные значения А будут близкими к Лi (i == 1, ..., п) и Лl

MorYT быть приняты за приближенные величины этих

значений.

Для использования равенства (2) нужно построить
последовательность ортоrональных преобразований, поз-

воляющих неоrраниченно уменьшать модули недиаrо-
нальных элементов матрицы А. Меру близости А к диа-

rональному виду целесообразно определить следующим
образом. Введем суммы квадратов модулей недиаrональ-
ных элементов по строкам

n

CJi (А) == L I aill2,
i I,N.i

и за нужную нам величину примем число

t(A) == а1 + ... + аn
== L I aii 12, (6)

i*i

Пусть с помощью преобразования подобия с орто-
rональными матрицами построена последовательность

матриц АО == А, А 1, ..., Ak, !" Процесс построения

i == 1, ..., п, (5)
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называется монотОННЫМ, если

t (Ak) < t (Ak I).

Таких процессов может быть построено БО.1Jьшое число;

мы остановимся лишь на одном из них методе вра-

щений. Он достатоЧНо прост по вычислительной схеме и

обладает быстрой сходимостью.

2. Метод вращений. По заданной матрице 11 будем
строить последовательность матриц Ah такую, Что каж-

дая следующая матрица АН
I
получается из предыдущей

Ah при помощи преобразования подобия со следующей
ортоrональной .матрицей вращеflUЯ 

 1

о

cos «р. . . sin q> . . . . . . . . (i)

Ии (<р) == . (7)

sin <р. . . . cos q> . . . . . . . . (j)

о

Предположим, что преобразования доведеныI до шаrа

номера k, и построена матрица Af == [a1i]. Найдем в ней

наибольший по модулю недиаrонаJIЬНЫЙ элемент. Пусть
это есть a i' Ввиду симметричности A можно считать

i < j. Если таких элементов не один, а несколько,

можно взять любой из них. По индексам i, j строим

матрицу вращения И i=== И f(q/ ), в которой уrол q:>k
определим ниже. Образуем после этоrо матрицу

Ak+1 == и1;AkU . (8)

iLля упрощения записи введем обозначения

B
k

=== AkUfi, B
k

=== [b a.
Ввиду определения (7) матрицы Uij все столбцы Bh,
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кроме i roи j ro,будут такими же, как и в Ak, элементы

же столбцов номеров i и j будут вычисляться ПО форму'"
лам

bk :== а
'" cos т'" + а'" sin т'"

'Vi 'Vi 't' 'Vf 'у'

bk
=== а

'" sinmk + ak.cosmk
vf 'Vl 't'

'Vl
't'

"'+I
U

k' k
Аналоrично CTpOKU матрицы А :== цВ, кроме i й

и j й, будут такими же, как в Bk, а элементы строк

i йи j йвычисляются по формулам

a +l== b cos т'" + bk sin т'"
IV IV 't'

I'V
'у'

аН1 == b sin m k + b cos т'" ('\1 === 1, 2, ..
., п). (10)

/v L'V '-t'
j'V

't'

Равенства (9) и (10) ПОЗВQ.Тшют леrко вычислить a +I;

('\1 === 1,2, ..., п). (9)

a +1== b .cos mk + Ь"'. sin фk ==

1I IJ 't' /1 .

== ( a lsin <р'" + a !cos <pk) cos <р'" +

+ ( а71 sin <р'" + а7/ cos <pk) sin <р'"

или, так как а7! == а7Е' то

а7/
1 == а7! cos 2<р'" + (а7! а7l) sin 2<pk, (11)

Выберем теперь уrол <pk так, чтобы элемент a /1об.
ратился в нуль. Это требование дает

k
'" 2ai/ k

1

tg 2<р ===

k k

== Pk, <р == arctg р",. (12)
ан аи 2

Что касается значения меры t(Ak) близости Ak К диа-

rональной форме, то, пользуясь симметричностью Ak и

соотношениями (9) (11), можно Показать, что верно
равенство

t(Ak+1)===t(Ak) 2(a /)2, (13)

И, так как а7! есть наибольший недиаrональный элемент

и он предполаrае1'СЯ отличным от нуля *), верно нера-

*) Если бы а7/ О, то матрица А" была бы диаrональной, и ее

днаrональные элементы были собственными значениями А. Переход
к АН:! являлся бы излишним,
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венство t(A/t+I) < t(A/t), И мера t(A/t) уменьщается при

переходе к AIt+I. Что же касается скорости стремления

t(A/t) к нулю, ТО просто может быть получена приводи 
мая ниже оценка. По выбору элемента а7! справедливо

неравенство

t(Ak):::;;n(n 1) (a7j)2

н, следовательно,

(a jY n(nl 1)t(A
k
).

С помощью этоrо неравенства из (13) получается

(14)

t (АН1) == t (Ak) 2 (а7д
2 :::;; t (Ak)

n (n 1)
t (A

k
) ==

== qt (Ak), q == 1
n (n2 1) ;

при этом O:::;;q < 1 ввиду п 2. Отсюда вытекает цепь

неравенств

t (Аk) :::;; qt (Аk l):::;; q
2t (Ak 2):::;; ... :::;; qkf (АО),

и так как АО == А, то для t(A/t) будем иметь оценку

t (A
k
) qkt (А). (15)

в частности, отсюда вытекает, что t(A/t)--+О (k--+oo) 
со скоростью, не меньшей скорости сходимости reoMeT 

рической проrрессии со знаменателем q < 1.

Рассмотренный метод подобных преобразований сор.
тоrональной матрицей требует выбора среди недиаrо-

нальных элементов наибольшеrо по модулю, для чеrо

необходимо выполнить приблизительно п2 операций,
Можно указать MHoro друrих способов выбора a7j' на.

пример можно взять наибольшую из сумм (5), и если

это есть O'i(A/t), то в качестве a jможно взять наиболь.

ший по модулю элемент строки номера i. При таком пра 

виле выбора a ! необходимо будет выполнить приблизи.
тельно 2п операций. Оценка (15) при это.м сохраняется.

6 в. И, Крылов и др.,. т. I
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8. Увеличение точности приближенных
собственных значений и векторов

и ускорение сходимости вычислительных Процессов

1. Уточнение отдельноrо собственноrо значения и co 

ответствующеrо собственноrо вектора. Пусть известно

приближенное собственное значение Л матрицы А и со-

ответствующий ему собственный вектор 2. Точные их

значения обозначим л, х и положим

л === + 11 , х ===2 + 112. (1)

Уравнение для приближенных значений л, 2 получится
из точноrо уравнения Ах === лх, если в Hero вместо Л, х

поставить их выражения через л и 2:

А (х + М) === ( + 11 )(х + М). (2)

Введем вектор невязкu приближенных значений:

А2 Л2 === r, r === (rl' ...,
rn ). В реальных вычислениях

поrрешности I1Л, 112, r бывают обычно малыми величи.

нами. Произведение 11 Л, 112 будет сравнительно с ними

малой величиной более BblcoKoro порядка, и им можно

пренебречь. После этоrо уравнение (2) примет вид *)
I1Лх 112 + А Ы === r. (3)

Если ero записать в составляющих векторов 2, r, полу-
чится следующая линейная система для поrрешностей
I1Л, 1121, ..., 1121 :

 I1Л21+ (al1   )Ы1+ al2bl2 + ... + aln l1xn === r1,

 I1Л22+ а2111ХI + (a22  )Ы2 + . " + a2n l12n === r2' (4)
......................... .

 11 2n+ anl l1xI + аn2Ы2 + ... + (ann  )Ыn=== r
n.

В системе содержится п уравнений и п + 1 неизвестных

величин 11 ,'I1Xl (i === 1, ..., п). Так как собственный

вектор х определен только с точностью до постоянноrо

множителя; можно одну из составляющих Ы избирать
произвольно. Положим, например, I1xI === О И после этоrо

*} Как будет видно в rл. 4, переход от (2) к (3) равносилен
одному шаrу метода Ньютона для нелинейноrо уравнения (7,2).



s 8] УВЕЛИЧЕНИЕ ТОЧНОСТИ И УСК:ОРЕНИЕ СХОДИМОСТИ 163

решим систему (4). При этом мы Ha дeMне точные

значения составляющих поrрешностей !:1л и !:1х, а только

их rлавные части. Прибавив !:1]... к J... и ы к х, получим

исправленные их значения л'":=:: J... + !:1J..., х'":=:: х + ы.
Если новые значения л'" и х'" неудовлетворительны по

точности, можно повторить процесс уточнения, прини-
мая л" и х'" за исходные неточные значения.

2. Увеличение точности в полной проблеме собствен-

ных значений и векторов. Для простоты будем считать,

что матрица А имеет попарно различные собственные

значения, и пре?-полож м,что известны их приближен-
ные величины лI, ..., лn И приближенные собственные

векторы xl, ..., хn. Кроме Toro, предположим, что из-

вестны приближенные собственные векторы !Р, ..., уn
сопряженной матрицы А*. Точные значения всех этих

величин обозначим Лi, xi, yi И положим

+
л i  i

+
л  i

лi :=::  i /J. i' х:=:: Х LU , yi :=:: у! + !:1fji. (5)

Здесь !:1J... i , !:1xi
, !:1fji являются поrрешностями приближен-

ных значений, Их мы будем считать малыми величинами,

и нашей задачей будет нахождение rлавных частей их

значений. Нам потребуются для этой цели невязки

Axi J...iX
i

:=:: ,i,

A"fji J...ifji :=:: Si.
(6)

Разложим xi и yi по соответствующим приближенным
собственным векторам:

n

i  i  i ""  !
х == Х +!:1х == L..J hijX ,

. J 1
(7),,<' n

i  !

+
л  ! ""  !

У
== у /J.Y:=:: L..J giJY .

j 1

Так как собственные векторы xi и yi определяются
с точностью до численных множителей, всеrда можно

6*
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считать hii === 1 и gii === 1. Равенства (7) при этом при 
мут вид

Ах
!
=== L hiJxl

,

N=i

Ау! === L gijyJ.
f=pi

Уравнение для поrрешностей A i'Ai получится, если

В уравнение Axi Лiх i === О для точных величин xi
, Лi

подставить их выражения (5):

(8)

А (х! + АХе) === (Лj + АЛj) (i + AX
1
). (9)

Пользуясь предположением о малости поrрешностей, co 

храним в уравнении лишь линейные члены, о!,бросив
справа слаrаемое Bтoporo ПОрЯДКа малости tJ.Лi, tJ.xi .

После этоrо останется линейное уравнение для поrреш 
ностей. Оно является неточным, но из Hero, как следует
ожидать, MorYT быть найдены rлавные части поrрешно 
стей *)

А tJ.i Лi АХ
1

:::::::: r
1
+ /},л1х

1
. (10)

Для решения уравнения обе части этоrо равенства
умножим скалярно на у/;

(А AX
1
, yf) Лj (/},x

1
, yf) :::::::: (r

1
, yf) + /},Лi (x

1
, у/). (11)

Проверим, что левая часть равенства при i == j есть Ma 

лая величина порядка выше линейноrо и может быть,
следовательно, отброшена. Действительно,

(AAX
1
, y/)===(tJ.i, A'yf) ==(AX1

, А*(уl  Ayf)==

===(АХ!, А*у!) (АХ!, А* /},yf) == (/},x
l

, ЛJуl) (/},x
i
, А* /},yf)==

== ЛJ (AX
i
, у!) (tJ.x!, А' /},yi).

Значит,

(А AX
1
, у/) ЛJ (tJ.i, yl) == (/},i, А' /},yl). (12)

Правая часть последнеrо равенства есть малая величина

выше первоrо порядка. Что же касается левых частей

*) Такая линеаризация уравнения равносильна применению Me 
:rода Ньютона к уравнению (9) (см. rл. 4).
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(11) и (12), то при i == j они отдичаются на малую ве.

.'Jичину BToporo порядка: Лi ( Xi,мр). Поэтому для i == i
равенство (11) может быть заменено следующим:

 (ri,!i)+ л'i(хi,!i) o. (13)

Отсюда получаем  равилодля вычисления rлавной ча-

сти поrрешности  Лi:
.

,...,
(r

l
, у!)

 Лi"'"
(x i

, fji)
. (14)

Для i == 1, ...,
n оно позволит вычислить rлавные Ча 

сти  л'I, ..., дл,n И найти уточненные значения Л1, ...

. .
., Лn. Выясним теперь правила для нахождения rлав,,;

ных частей поrрешностей  Xiи  !Ji. Для этоrо доста-

'!'очно указать прав.ила вычисления коэффициентов hij и

gij В (8). Способ получения их аналоrичен тому, который
был применен для установления (14), и мы оrраничимся

поэтому только объяснением наrлsIдНОЙ стороны дела.

Возвратимся кразложениям (8). Они близки к так

называемым биортоrональным разложениям, последние

же во MHoroM аналоrичны ортоrональным разложениям

Фурье. Напомним, что системы собственных векторов
хl, ..., х

n
матрицы j4 и уl, ..., уn сопряженной с ней

матрицы А* обладают следующим свойством бuортоzо 
налыюстu:

(x
l
, yf) == О, i =F j. (15)

Оно позволяет находить коэффициенты Фурье разложе.
ний производьноrо вектора по векторам Xi или yi. В са.

.

мом деле, пусть х есть произвольный вектор, и рассмат.

ривается ero разложение по Xi:

х == а 1х
I
+ ... + апх

n
. (16)

Для нахождения коэффициента ai любоrо номера i ум-
ножим это равенство скалярно на yi. Ввиду свойства

биортоrональности (15) все члены правой части разло-

мения, кроме одноrо члена номера i, обратятся в нуль;

получится равенство (х, yi) == ai (xi
, yi), из K01oporo

сразу находится ai.
В рассматриваемых нами разложениях (8) особен 

ность их в ТОМ,что вместо точных собственных векторов
Xi, yj в них участвуют приближенные векторы Xi, !Jj.
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Последние мы считаем близкими к Xi
, yj, И поэтому co 

отношение биортоrональности (15) должны заменить

приближенным

(i, gl) o, i =1= j. (17)
Если первое из равенств (8) умножить на уз и пренеб-
речь членами с малыми скалярными произведениями,
соrласно (17) получим

(L\x
i
, gl) hiJ(xi,gl). (18)

Для нахождения левой части воспользуемся равен-
ством (11), внеся в Hero следующие упрощения. В про-
изведении /),i"i (xi

, gj) оба множителя являются малыми
величинами; ими можно пренебречь в наших вычисле-

ниях. В равенстве (12) правая часть (L\xi
,
А *

L\yj) есть

малая величина выше первоrо порядка; ею также можно

пренебречь и считать

(Аы
Е
, уl) Лj(L\Xi,gj) Лjhi/(хi,у/). (19)

Ввиду (18) и (19) равенство (11) примет вид

(Лi Лj) hiJ (x
i
, fj1) (1, jJ');

отсюда находится коэффициент hij: ,

(;-1, fi)
hi/ 

(Л Л) С'  ')
.

, (20)
i j х,у

Аналоrично можно получить формулу для вычисления
gij:

'" (8', xJ )
gi/'"  _ .

.

р,,! Лj)(хJ
, 01)

Отметим, наконец, что коrда матрица А является ca 

мосопряженной и А* === А, формулы вычислений (14) и

 (20) упрощаются:

L\Л (r
i
. xi)

i
(xi

, x
i)

,

(21)

h. ==
(r i

, x
j)

1/ (Лi Л/) (xi
, х1)

. (22)

3. Ускорение сходимости с помощью преобразования
ПОCJIедовательности. Начнем с задачи улучшения сходи-
мости вычислительноrо процесса для наибольшеrо по мо-
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дулю собственноrо значения 'ч. Напомним, что для на-

хождения ero было исподьзовано равенство (6.4), кото-

рое сейчас запишем в форме

у:+1 1 + '\'2s!t +1+ '\'зs!t +1+ ...

Uk === === Л1 k

Ys 1 + '\'2s !t2 + '\'зs!t + ...

=== Л
1 CJ1 (1 + 8

k) (8k  o,k 00)
или

Л1
u
k

=== CJ1: (l + 8k) CJ1:. (23)

Переменная Uk сходится к предеду ЛI приблизительно
по закону стремления к нудю показатедьной функции J1 ,
rде I J121 < 1. С аналоrичным законом сходимости мы

встречались в rл. 2, 2, п. 6, коrда рассматривали воп-

рос о решении системы линейных уравнений методом

простой итерации. Сходимость приближенноrо решения
Xk системы к точному решению х* тоrда определялась

равенством (2.6.9) или, если от векторов х* и Xk перейти
к составляющим, равенствами (2.6.10) и (2.6.11). Там

же была рассмотрена задача об ускорении сходимости

X Х:' при этом вопрос изучался в двух формах: ВО-

первых, коrда основание ЛI показательной функции, стоя-

щей справа в (2.6.11), считалось известным, и тоrда

можно было пользоваться правидом ускорения (2.6.14);

EO BTOpЫX,коrда основание ЛI предполаrалось неизвест 

ным; тоrда моrло быть применено правило (2.6.18).
Для переменной Uk основание J12 степенной функции

неизвестно, и для улучшения ее сходимости мы должны

восподьзоваться правилом (2.6.18). Применительно к Uh.

оно будет иметь вид

Uk+1Uk 1 и 
Vk === Л1'

ия+l 2ия + иЯ 1

, k+1
Ys

Uk
===

......,.. .

Ys
(24)

Это есть преобразование посдедовате.льности Uk в но-

вую последовательность Vk, сходящуюся к Лl более

быстро.
Аналоrичное можно сказать о вычислительном про-

цессе ЛI дЛЯ симметричной матрицы А, основанном на
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равенстве' (6.8). Запишем это равенство более подробно:

(yk+l. yk) ai"rk+1 + a ,, HI+ .,.

Wk ==:

(у"'. у"')
==:

ау"у"' + a ,, H1+ ...

1 + "2!! HI+ VзfJ. k+1+ ...

2",=== л'1 2", 2",
  - л'1 + CI12 (1 + 8

k)1 + V2fJ.2 + VзfJ.з + ...

(С==: У2112 У2. 112 == ).
Здесь переменная Wk сходится К л'1 С такой же ско-

ростью, как показательная функция l1 k сходится К нулю.
Основание 112 и коэффициент С здесь также неизнестны,
и для ускорения сходимости может быть применено пра-
вило вида (24)

Wk+1Wk ! W (уН1, yk)
Wk

==: Wk ==
. (25)

w
HI  2wk+ wk 1 (yk, yk)

Сходимость Wk "'"* "1 будет более быстрой, сравнительно
со сходимостью Wk "'"* л'1.

Теперь рассмотрим вопрос об ускорении сходимости

итерационноrо степенноrо процесса нахождения соб-

CTBeHHoro вектора х1
, отвечающеrо наибольшему по мо-

дулю собственному значению л'1; при этом будем считать,
.что л'1 известно.

Необходимо прежде Bcero освободиться от одной не-

определенности, которая до сих пор допускалась нами
в задаче нахождения х

1
. Для этой цели было использо-

вано представление (6.2) для уп. Выбиралос-ь настолько

большое значение k. чтобы в пределах нужной точности

все члены правой части, начиная со BToporo. были пре-

небрежимо малы сравнительно с первым членом. Тоrда
уп от хl отличалось только численным множителем. Этот
множитель был оставлен неизвестным. и мы полаrали

х
1
==: спуп, rде Сп произвольное число.

Нас сейчас будет интересовать вопрос о сходимости,

и поэтому необходимо произвести выбор определенноrо
собственноrо вектора х

1
. Сделать это можно мнorими

способами: фиксируя, например, норму собственноrо век-

тора и знак одной из составляющих, или фиксируя зна-

,чение одной, из составляющих и т. д. Чтобы получить
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СХОДЯЩИЙСЯ процесс прибдижений к собственному век-

тору, мы, зная "'1, рассмотрим вектор

u
k === "'lkyk === a1x

l
+ a2fl x2+ азfl Х3+ ..., fli

==
. (26)

Так как I fli.1 < 1 (i == 2, ..., п), то при k 00 ип буде'!'
стремиться к собственному вектору ctlX

I
.

Для каждой составляющей вектора ип будет своя чис-

ловая последовательность приближений

и; ===  1B+  2sfl +  зsflf+ ...,  is=== aix . (27)

Если  2s=1= О, то при k 00 последовательность и буде'!'
стремиться к  18столь же быстро, как показательная

функция fl стремится к нулю. ТИП СХОДИМОСТИ здесь та-

кой же, как в предыдущИх задачах, И к ускорению СХО-

димости может быть применено правило вида (24)
иk+1иk 1 (и

k

)
2

V
s s s

(28)k иk+I 2иk+ иk l'
s 8 S
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rЛАВА 4

РЕШЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ УРАВНЕНИИ

1. Введение

В общем виде задача решения уравнений может быть

сформулирована в следующих словах. Пусть рассмат-

риваются множество Х, элементы KOToporo обозначаются

х, и множество У с элементами у. Природа элементов

обоих множеств может быть любой: это MorYT быть чис-

ла, функции, линии и т. д. fоворят, что на множестве Х

задан оператор А, если каждому элементу х из Х ста-

вится в соответствие некоторый элемент У == А (х) мно-

жества У. Элемент х часто называют орuеuналом и У

изображением.
Предположим теперь, что взят какой либоэлемент уо

из У и нужно найти такие элементы х из Х, дЛЯ кото-

рых элемент уо является изображением. Такую задачу
можно записать в форме операторноrо уравнения

А (х) == Уо. (1)

Вопросы об условиях существования решения и об

условиях ero еДИНСТ'l;lенности принадлежат общей теории

уравнений и не затраrиваются в книrе. В ней будут рас-

сматриваться только правила, позволяющие точно или

приближенно найти, в зависимости от поставленной

цели, все или некоторые решения уравнения *) (1). При
этом оrраничимся изучением только вычислительных ме-

тодов, позволяющих найти приближенное решение при

*) Во мноrих случаях трудно отделить проблемы существования
решения и эффективноrо ero нахождения, так как весьма часто Me 

тоды эффективноrо решения позволяют доказать существование ре:'
шения и выяснить условия, при которых можно быть в этом уверен-

.ным.
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ПОМОЩИ конечноrо числа арифметических действий над

числами. Мноrие друrие методы, основанные на Moдe 

лировании уравнений средствами rеометрии, механики,

электромаrнитных явлений и т. д., мы оставим в стороне,
так как точность их оrраничена точностью черчения и

физических измерений и, кроме Toro, каждый из м:eTO 

дов моделирования применим к оrраниченному Kpyry

уравнений. Вычислительные же методы являются уни 

версальными и, вообще rоворя, не оrраничены по точ 

ности.

Для нас особое значение будут иметь уравнения с

численными неизвестными и системы таких уравнений.
Они являются частным случаем операторных уравнений,
коrда множества Х и У являются числовыми простран 

ствами конечной размерности. В этом случае уравнения

можно привести к виду

f{x) == о (2)

или в случае системы к виду

11 (Х1' ..., х
n) ==0,

(3)
1n(Х1' ..., хn) ===0.

Настоящая rлава посвящена рассмотрению методов

решения численных уравнений. Необходимо заметить,

что в теории вычислительных методов математики не

меньшее место занимает проблема приведения нечис 

ленных операторных уравнений к численным ypaBHe 

ниям, что является обязательным, если для решения ис 

пользуются вычислительные машины. Поясним это про 

стым примером. Пусть необходимо решить следующую

rраничную задачу для дифференциальноrо уравнения

BToporo порядка:
.

L (х) == х" + р (t) х' + q (t) х == f (t), (4)

a t b,х (а) === О, х(Ь)==О.

Вычислить значения функции x(t) во всех точках

отрезка [а, Ь] невозможно, и необходимо прежде Bce 

ro выбрать конечное число точек, в которых нужно BЫ 

числить Х. МЫ выберем систему равнортстоЯ! ихточек
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tk ==a+kh(h== b:a ,k==O,I, ...,п), так как у нас

сеЙчас нет основаниЙ выбирать более сложную систему.
Теперь нам необходимо построить систему численных

уравнениЙ для п + 1 значений X(tk) == Xk (k == О,
1, ..., п), заменяющую точно или приближенно диффе 
ренциальное уравнение и rраничные условия. Относи.
тельно последних отметим сразу Же, что они дают
Хо == О и Хп == о, И поэтому замене подлежит только диф.,;
ференциальное уравнение. Рассмотрим ero во внутрен"
них точках tk (k == 1, 2, ..., п 1) отрезка (а, Ь] и за 

меним значения первой и второй производных х' (tk) и

х" (tk) их симметричными приближенными выражениями
через значения функции *)

х
'
(t ) '"

X
k+ 1 xk 1

х
"

(t ) '"
X
k+ 1

2x
k + X I

k '"

2h ' k /'v

h2
.

Все это дает возможность приближенно заменить rpa..
ничную задачу (4) для функции x(t) системой числен..
ных уравнений

Xk 2Xk + Xk 1+ ; Pk (Хн I
.....:... Xk l)+ h2qkXk == h2fk,

k ......:. 1, 2, ..., п 1,

Хо == о, Хп
== о,

Р (tk) == Pk, q (tk) == Qk, f (tk) == fk.

Приведенный пример является простым, в более же
Сложных задач.ах такое сведение к численным уравне-
ниям Может потребовать rлубоких знаний самой задачи
и большой изобретательности в выборе метода еве.
дения.

2. Метод итерации; одно численное уравнение

Метод итераЦlJЙ или метод Повторных подстановок
является общим методом решения уравнений и прпме-
ним к широкому классу операторных уравнений. Общ,:,
ность и во мноrих случаях хорошая сходимость по во 
ляют часто применять ero в практике вычислений. Тео-

*) При этом мы внесем поrрешность, порядок малости которойтакой же, как h2.



52] МЕТОД ИТЕРАЦИИ 173

рия метода в настоящее время исследована с большоЙ

общностью и подробностью.
Мы рассмотрим метод итерации подробно в случае

ОДНоrо численноrо уравнения, и значительно более

кратко дадим ero описание для систем уравнений.
Применение метода итераций требует предваритель 

Horo приведения уравнения к каноническому виду

х == <р (х). (1)

Область изменения aprYMeHTa х на числовой оси назо 

вем Х. В прикладнЫХ задачах Х есть обычно конечныЙ

9'
l

:СО Х1 Xz х

Рис. 7.

или бесконечныЙ отрезок числовоЙ оси. Область значе 

ний функции У == <р (х) обозначим У. Функцию <р можно

рассматривать как оператор, преобразующиЙ Х в У.

Уравнение (1) rоворит о том, что нужно наЙти такие

точки области Х, которые при преобразовании операто 

ром <р переходят в себя, т. е. точки, остающиеся непо 

движными при преобразовании Х в У.

ДЛЯ иас полезным будет также изображение ypaB 

uения в координатных осях на плоскости. Построим rpa 

фик обеих частей уравнения (1). Для левоЙ части это

будет прямая линия у
== х, являющаяся биссектрисой

первоrо координатноrо уrла. Для правоЙ части rрафик
есть .некоторая линия с уравнением у == <р(х), обозна 

ченная на рис. 7 9УКВОЙ 1. Решением уравнения является
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абсцисса х* точки М* пересечения 1 и биссектрисы. To 
чек М* может быть не одна, а несколько.

Допустим, что для х* нами каким либо.способом
указано начальное приближение хо. В простеишем Me 
тоде итерации все дальнейшие приближения строятся
по формуле

Хn+1 == <р (хn)' п == О, 1, '" (2)
Этот процесс называется простой одношасовой UTe 

рацией.
rеометрическое значение процесса вычислений хп

указано на рис. 7. ПО хО на l находится точка Mofxo,
<р (хо)], через нее проводится прямая, параллельная оси
х, и находится точка пересечения ее с биссектрисой.
Абсцисса этой точки принимается за следующее прибли-
жение XI' к х*, на l находится точка M I [XI,<p(X1)],
дальше дЛЯ М I повторяют такое же построение, как
и дЛЯ МО и т. д,

Следующее приближение Хп+1 может быть построено,
коrда хп принадлежит Х. Допустим, что вся последова-
тельность хп (п == 0,1,2,...) может быть построена.
Так будет в том случае, коrда множество У содержится
в Х, иначе rоворя, коrда оператор <р отражает Х в себя.

Выясним не cTporo, но наrлядно поведение прибли-
жений Хп , коrда они находятся вблизи решения Х*. Нам

удобнее иметь дело не с приближениями Хп , а с их по 

rрешностями 8п == Хп х*, так как это дает право BOC 

пользоваться малостью 8п.

Зависимость между 8п И 8п+1 получится, если в (2)
вместо Хп и Хп+1 подставить их выражения Хп == х* +.
+ 8п, Хп+1

== х* + 8п+1:

х* + 8n+1 == <р (х* + 8n) == <р (х*) + 8n<р' (х*) + о (8n).
Если воспользоваться равенством х* == <р (х*) и прене-
бречь малой величиной более Bbl oKoroпорядка малости
О(8п),.то зависимость между 8п И 8п+1 запишется в виде

приближенноrо равенства

8n+1 <р' (х*) 8n.

.'Д

(3)
1. Коrда I <р'(х*) 1> I j поrрешность 8п+1 ПО абсолют-

ному значению больше 8п, И приближение Хп+1 будет
ОТСтоять от х* дальше, чем Хп. Решение х* будет «T0'L 
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кой отталкивания» для приближений хп , близких к нему,
и в этом случае не будет сходимости последовательно 
сти хп К х*.

2. Если 1 <р' (х*) 1 < 1, то 18n+11 будет меньше 1 8n I ,

и можно ожидать, что последовательность Хn ,
если Ха

взято достаточно близким к х*, будет сходиться к х*

приблизительно со скоростью rеометрической проrрес-
сии со знаменателем q == <р' (х*).

При <р' (х*) > О 8n+1 И 8" будут иметь одинаковые

знаки, и сходимость хn К х* будет монотонной. Коrда
же <р' (х*) < О, поrрешности 8n+1 И 8n имеют разные

знаки, и приближение хn будет сходиться к х*, колеб 
лясь около Х*. Последнее часто облеrчает суждение
о точности вычислений.

3. Случай <р' (х*) == О требует специальноrо рассмот-

рения, так как тоrДа 8n+l будет малой величиной выс-

шеrо порядка сравнительно с 8n. Можно поэтому здесь

ожидать, что если хо взято достаточно близко к х*, то

хn будет весьма быстро сходиться к х*: при возраста 

нии n поrрешность 8n будет стремиться к нулю со ско-

ростью, превосходящей сходимость rеометрической про-
rрессии со сколь уrодно малым знаменателем. Это часто

используют для ускорения сходимости последователь 

ности х" к х* путем преобразования заданноrо уравне-

ния (1) к новому х == '1\1 (х), имеющему то же решение

х*, но такому, что '1\1' (х*) == о.
Можно просто указать порядок малости 8n+1 срав-

нительно с 8n. Пусть <р имеет непрерывную производ-

ную порядка т вблизи х*, и выполняются равенства

<р' (х*) == ...
== <p(т 1) (х*) == О и <р(т) (х*) =1= о.

В этом случае разложение <р (хn) == <р (х* + 8п) ОКОЛО х.

будет иметь форму

<р (хn) == <р (х. + 8n) == <р (х*) +  I<р(т) (х*) 8,/: + о (8:n.
Подстановка ero в (2) и отбрасывание о (8 )дасТ сле-

дующее соотношение между 8n+1 И 8n:

8 "' (т) (х.) 8тn+l'" тl <р n.

Отсюда видно, что 8n+1 будет малой величиной по-

рядка m относительно 8n.

(4)
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Докажем теперь простую теорему о сходимости итФ;

рационной последовательности, rде указываются доста.
точные для этоrо условия,

т е о р е м а 1, Пусть выполняются условиЯ1

1) функция <р(Х) определена на отрезкв

I х хо I 6, (5)

непрерывна там и удовлетворяет условию Липшица
с постоянным коэффициентом, меньшим единицыl

1<p(x) <p(x')I qlx  x'l(O q<1); (6)

2) для исходНО20 приближения хо верно неравенство

I хо <р (хо) I т;

3) числа б, q, т удовлетворяют условию

1  q (). (7)

ТО2да
1) уравнение (1) в области (5) имеет решение:

2) последовательность хп приближений, построенная
по правилу (2), принадлежит отрезку (5), является схо-

дящейся (lim хп === х*), и предел последовательности х.
удовлетворяет уравнению (1);

3) скорость сходимости хп к х. оценивается нера.
венством

I х* хn I 1 q
qn, п == 1, 2, '" (8)

Перед доказательством поясним условия теоремы.
Функция <р преобразует отрезок Xo б:::;;; х:::;;; х{! + б
числовой оси в некоторый отрезок той же оси. Возьмем
две точки х и х' на [хо б, хо + б]. Расстояние между
ними есть Ix x'l, а 1{jJ(x) <p(x')1 есть расстояние

между их изображениями. Отношение I (jI (I
X

; = :,«) I
есть

коэффициент увеличения этих расстояний при преоб-
разовании. ПО условию (6) он не превосходит числа q.
Но так как число q меньше единицы, то при, отображе-
иии оператором <р происходит не растяжение, а сжатие

всех отрезков с коэффициентом, не большим q.
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Входящая в условие величина m связана с бли-

!!JOСТЬЮ начальноrо приближения Хо к решению Х*. Если

окажется, что ХО ===. х* и, стало быть, Хо <Р (Хо) === О, ТО

можно считать т=== О. к.оrда Хо =р х*, но Хо близко

к х., то разность Хо  <P(Xo) будет иметь малое значе-

ние, и m может быть взята малой величиной.

Неравенство (7) налаrает на б, q и m оrраничение,
достаточное для Toro, чтобы были верны утверждения

теоремы.
До ка 3 а т ел ь с т в о, Покажем, прибеrнувк индук 

ДИИ, что при всяких значениях n::с: 1, 2, ... приближе-
ндя Хn лежат на отрезке (5) и для них верно нера-
венство

I Хn+l Хп 1:::;;;; mqn. (9)

При n == О неравенство проверяется просто. Приближе-
ние Х1

== Ip(Xo), очевидно, МОЖет быть наЙдено, так как

Х == Хо принадлежит отрезку (5). к.роме Toro, I ХI
 xol== l<p(xo) xol m по второму условию теоремы,

инеравенство (9) для n == О выполнено. Наконец, так

т
как т:::;;;; 1 q

:::;;;; б, то Хl принадлежит отрезку (5).

Предположим, что Х{), XI, ...,
Хn принадлежат обла 

сти (5) и выполняются условия

IXk+1 Xkl:::;;;;mqk (k===O, 1, ..., n 1).

Так как Хn, по предположению, принадлежит области

(5), приближение Хn+1 == Ip(Xn ) может быть построено.
По сделанному допущению I Хn Xn 11 mqn l,по-

этому

I Хп+ I Хп I ===

== !Ip (Хп) Ip (Xп l)I q I Хn Xп 1I :::;;;; qmqn 
I === mqn,

и для приближений Xn+l, Хn неравенство (9) выполнено.

Осталось еще проверить принадлежность Хn+1 обла-

сти (5).

I Хп+1 Хо 1===1 (Хп+ 1 Хп) + (Хп Xn l)+... + (Х1 Хо) 1:::;;;;

m mqn+1 т

:::;;;; mqn + mqn 1+ ... + m ===

1 q
< 1 q

:::;;;; б.

Этим завершается индукции.
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Покажем теперь, что для последовательности Хп BЫ 
полняется условие Больцано Коши

I Хn+р
ХN , == I (Хn+р Xn+P----l) +
+ (Xn+p 1 Xn+p 2)+ ... + (t"n+1 Хn) I

qn qn+p т

 тqn+p 1+тqn+P 2+...+тqn== т ; < 1 q11..
 q  q

Последняя часть цепочки неравенств не зависит от р
и, ввиду 0< q < 1, при всяких достаточно больших п
будет меньше любоrо заданноrо заранее числа. При....
знак сходимости для Хп действительно выполняется,(!- 
и поэтому существует

liт Хn
== х*.

n oo

Принадлежность х* замкнутому отрезку I х Хо I б
следует из Toro, что ему принадлежат все Хп.'

Покажем, что х* есть решение заданноrо уравнения.
Для этоrо в правиле вычислений ХnН

== <р(хп ) устре...
мим п к бесконечности. Тоrда будет Хп+1 --+ х* и Хп --+ х*.
ввиду же непрерывности <р (х) во всех точках отрезка
(5) при этом будет <P(Xп) <p(X*).В пределе получится
равенство х* == <р (х*), rоворящее о том, что х* есть ре..
шение рассматриваемоrо уравнения.

Дополнительно укажем еще теорему единственности
решения.

т е о р е 1\1 а 2. На всяком множеСlве точек, еде для
функции <р (х) выполняется условие

I <р (х) <р (у) I < I Х у 1. Х =t= у,

уравнение Х == <р (х) может иметь не более одноео pe 
шения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противоположное и

будем считать, что на указанном множестве существуют
два разных решения Х и у (х =t= у). Оценим разность
x y:

I х у 1 == I <р(Х) Ip (у) 1< I х у 1,

и мы приходим К невозможному неравенству Ix yl <
< I Х у 1. Поэтому предположение о существовании
двух разных решений неверно.



s 3] ОВ УСКОРЕНИИ СХОДИМОСТИ ИТЕРАционноrо МЕТОДА 179

3. Об ускорении сходимости итерационноrо метода

1. О задаче ускорения сходимости. В предыдущем

параrрафе обращалось внимание на то, что в простом

одношаrовом итерационном процессе поrрешность !Оп ==

== Хп х*, если приближенные значения Хп находятся

вблизи решения х*, изменяется приблизительно по за-

кону rеометрической проrрессии

8п+ I <р' (х*) 8п,

знаменатель которой есть <р' (х*).
Последовательность Хп сходится К решению х*, если

I <р' (х*) I < 1 и если на.чальное приближение взято до-

статочно близко к Х*. НО скорость сходимости зависит

от I <р' (х*) 1. Если I <р' (х*) I близок к единице, то сходи-

мость может быть очень меД.JIенной, и для получения

нужной точности потребуется проделать MHoro шаrов

вычислений.

Как всякий процесс последовательных приближений,
простой одношаrовый итерационный процесс можно

улучшать, преследуя при этом две цели: ускорение схо-

димости процесса и ослабление условий сходимости.
Для процесса (2.2) последнее означало бы замену тре-

бования I <р' 1< 1 друrим, менее оrраничительным усло-
вием.

Для осуществления этих целей можно воспользо-

ваться двумя средствами: изменять заданное уравнение

(1) и изменять итерационный процесс. Начнем с опи-

сания изменений процесса и укажем два возможных

способа. Правило итерации (2.2) является одношаrовым,

и, как всякая одношаrовая итерация, не использует
мноrих возможностей, содержащихся в вычислительном

процессе.
Поясним это обстоятельство более подробно. Пусть

внекотором итерационном процессе для уравнения (2.1)
вычисления доведены до приближения Хп и составлена

таблица Xi (i == О, 1,..., п) и соответствующих значе-

ний <р (Xi).
В формуле (2,2) мыl используем только одно предше-

ствующее значение Хп , ПО.JIаrаем Хп+1 == <р (хп) И не

пользуемся ни одним предшествующим приближением
Xn l,Xn Z,". или значением qJ(Xn I), ЧJ(Хn 2), ... Для
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rеометрической картины, изображенной на рис. 7, это

означает, что мы находим не точку пересечения линии 1
с биссектрисой у == Х, а линию 1 заменяем Прямой у ==

== ер(хп ), проходящей через точку Мп [Хп , ер (хп )], и опре 
деляем ее пересечение с биссектрисой.

Если пользоваться языком теории интерполирова 
ния, то можно сказать, что при нахождении Хп+1 мы

выполняем интерполирование функции ер(х) ПОстоян 

ной величиной ее значением ер (хп ).
Можно пытаться УЛУчшить точность Нахождения

Xn+l, повысив степень интерполирования и привлекая
для этоrо не одну точку Мп , а несколько таких точек

Мп[хп,ер(хп )], Mn I[Xn l,ep(Xn I)],..., Mп т[Xп т,
ер (Xп т)]. С интерполяционными методами решения
уравнений в общей форме мы ознакомимся в одном из

следующих параrрафов.

2. Метод линейноrо интерполирования или метод ce 

кущих. Сейчас остановим внимание на случае линейноrо

интерполирования ер по двум парам чисел [Хп , ер (хп )]
И [Xп l,ер (Xn I)]. С rеометрической точки зрения это

означает, Что линию 1 мы заменим секущей, проходя 
щей через точки Мп и Mn l.

Точка пересечения секущей и биссектрисы опреде-
лится системой уравнений

x xn 1  У IjJ(хn д
у ==Х.

ХN xn l ljJ (Хn ) ljJ(xn r)
,

Решение ее относительно Х приведет к правилу вычис-

ления следующеrо приближения:

xn 11jJ(Хn ) XnljJ (xn ll
( 1 )хn+l

==

ljJ (хn) ХN ljJ (Xn l)+ Xn !
.

Оно является двухшаrовым, и применение ero требует
знания двух начальных приближений Хо и ХI К корню.

Теорему о сходимости правила секущих не станем

приводить и оrраничимся описанием наrлядной картины
поведения поrреШl10СТИ Еп == Хп х*, коrда Хп будет
близким к решению х*, а 8л малой величиной. Из (1)
леrко получается соотношение между тремя последова-

тельными значениями поrрешности 8n l, 8п, 8n+l, если
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в (1) J;JMeCTO Xn l,Хn , Хn+1 внести их выражения (вида
Хn == х* + 8n через поrрешности

*

+
(х' + Bn 1)qJ (х' + 8n) (х' + Вn) qJ (х' + Bn 1)

Х 8n+1 ==

qJ (х' + Вn) х' Вn qJ (х' + Bn 1)+ х' + Bn 1
.

Заменим величинЫ qJ (х* + 8k) (k == n, n 1) разложе-
ниями по формуле Тейлора около точки х* и примем
ВО внимание, что qJ (х*) == х*:

qJ (х' + 8
k) == х* + a8

k +  8 + Y8 + о (80.
,

( ) А 1"
( )

1",
( )а == qJ Xk' l'

==
"2 qJ Xk' У =="6 qJ Xk .

Тоrда будет

х' + 8n+1 ==

х* [(а 1) (вn вn 1)+ (в 8  1)+ 'v (8 в  I)]
+==

d

+
 8n IBn(8n 8n I)+O(8 ) O(e  I)

d
·

rде d:::: (a О(8n 8n 1)+  (8 8  1)+ Y(8 8  1)+

+ о (8 )+ о (8  1)'
ОТRрасывая в правой части малые величины выше

TpeTbero порядка O(8 )и O(8  I)'выделяя целую часть х',

сокращая в оставшейся дроби общий множитель 8n 8n 1

и, наконец, сохраняя в ней только rлавную часть.

получим приближенное равенство

 вn 1вn 1 qэ" (х*)
(2)8n+1

а 1  2qэ' (х') 1 8n 18n>

дающее достаточно простое описание закона изменения

поrрешНости 8n на одном шаrе вычислений. Равенство

(2) является приближенным, и все заключения об 8n,
вытекающие из Hero, можно считать лишь ориентиро 
вочными.

Д(ля 8n равенство (2) является уравнением в конеч-

ных разностях BToporo порядка. Нас будет интересовать
абсолютное значение поrрешности \8n 1== Еn, и ВМесто

(2) мы будем рассматривать уравнение

I ..!. qэ"(х')
IЕn+1 AEnEn l' А

2 qэ' (х.) 1
.
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Для решения приведем ero к более хорошо извест-

ному линейному уравнению при помощи перехода к ло-

rарифмам. Если обозначить ln Еп
== <Хп И InA == а, для

<Хп получим линейное уравнение с ПОСТОЯнными коэф-
фициентами

аn+1 аn an 1 a. (3)

Это уравнение также является приближенным. Мы най-
дем решение этоrо уравнения, заменяя приближенное
равенство (3) на точное и считая, что решение от этоrо

мало изменится. Решение можно найти, воспользовав-

шись известными правилами решения конечноразност-

ных уравнений *). Сразу же видно, что a == а есть

решение неоднородноrо уравнения. Характеристическое
уравнение для (3) есть '),.2 Л 1 == О. Ero корни

,у5+1 ,y5 l
имеют значения Л1 ==

2
1,618, Л2 ==

2

0,618, и функции лf, л являются линейно незави-

симыми решениями уравнения. Можно поэтому ожи 

дать, что для <Хп верно приближенное представление

аn Сlл.f+ С2л. а, (4)

и, следовательно,
n n

I I Е "" A
I С 1"I С2"2

ЗN n""" е е (5)

*) Пусть дано линейное разностное уравнение любоrо порядка k

Lk (Уn) == аоуnн + alYn+k 1+ ... + akyn
== 'n' n == О, 1, ...

Известно, что общее решение неоднородноrо уравнения есть сумма

частиоrо решения' неоднородноrо уравнения Y и общеrо решения Z n

соответствующеrо однородноrо уравнения LI«Zn) == О. Если коэф 
фициенты а; (i == О, 1, .." k) являются величииами постоянными,
то для нахождения Zn нужно составить характеристическое ypaBHe 
ине !ря (А) == йоАI1. + alAI< 1+ ... + ая == О и найти ero корни 1'0(,

 ,..., AI<. Если они различны: Лi =# Лj (j '* i), то л ,A ,..., Л об-
разуют фундамеитальную систему решений, и общее решеиие одно-
родиоrо уравнения LIt (Zn) == О есть НХ линейная комбинация с по-

стоянными коэффициентами, общим же решением неодиородноrо
уравнения будет

k

Уn
== Y + L: CtAJ,

i 1

rде Сi произвольные постоянные.
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Постоянные СI и С2 должны быть найдены при помощи

начальных значений Е{} и 81 поrрешности. Напомним.

что равенство (2) получено при предположении мало 

сти значений поrрешности 8п . Изменяя. если нужно.

нумерацию значений Еп .
мы можем считать. что такое

предположение выполняется для всех значений 8п

(n==0.1....). Если в (4) положить n==О и n== 1, то

дЛЯ СI И С2 получится линейная система уравнений

C1 + С2
== ао + а, С11.1 + С2Лz == а1 + а,

откуда находятся С1 и С2 :

С I ==
а + а, (а + ао) 1,2

== .; [а + Ul (а + uо)1.2]'
1,1 1,2 'v 5

1
С2

==

.у5
[(а + ао) 1.1 а аl]'

Полученное выражение (5) для ! Вп I позволяет судить

о вероятном законе изменения I Вп I при росте n. Множи-

тель A Iв правой части (5) не зависит от n. Так как

I 1.21 О,62,то 1.  Oпри n 00, и множитель ехр (С21. )
будет стремиться к единице. Наконец, ввиду 1.1 > 1,6

величина 1.7 будет быстро возрастать при n 00, пове-

дение же множителя ехр(С11.?) зависит от знака С 1 .

Коrда C 1 < О, то ехр (С 1 1.?) будет быстро стремиться
к нулю.

Отрицательность же C1 равносильна выполнению

неравенства а + а1 (а + ао) 1.2 < О или, если умножить

обе части ero на 1.1 и принять во внимание, что 1.l1.2== 1,

неравенству (а + аl) 1.1 + (а + а(}) < О, что равноси.тJЬНО

I Вэ \.! ВIIЛ'А!+Л 1

< 1. (6)

Это есть условие, которому должны удовлетворять по-

rрешности приближенных значений Хо и ХI дЛЯ Toro,

чтобы можно было ожидать сходимости итерационноrо

процесса (1).
Так как решение х* является неизвестным, то число

А == ; q/' (х*) (q/ (х") 1) I точно не может быть най-

дено, но приближенное значение А можно ПОЛУЧИТЬt

если заменить х* величиной хп любоrо номера n.
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3. Применение преобразования Эйткена. Приведем
пример ускорения сходимости итерационноrо процесса
путем введения вспомоrательных значений функции ер.
Излаrаемый ниже метод связан по идее с задачей уско..
рения сходимости последовательности в некотором ча 
стном случае. Эта задача будет более подробно pac 
сматриваться во второй части, а сейчас мы введем
только понятие о нужном нам преобразовании. В общем
виде задача формулируется следующими словами.
Пусть дана последовательность 81, 82, ..., 8n , .,., схо-

дящаяся к пределу 8. По ней нужно построить новую
последовательность

С1п
== fп (81' 8z, .. .), п == 1, 2, ...,

сходящуюся к тому же значению 8, что и 8n , но более
быстро. Достичь TaKoro ускорения сходимости можно,
очевидно, если соrласовать характер преобразования со
свойствами СХОДимости 8n К 8.

В процессе простой одношаrовой итерации (2.2) при-
ходится иметь дело со сравнительно простым законом
изменением поrрешности 8n == ХN х*. Предположим,
что 1<1>' (х*) 1 < 1, и приб.ТIИжение хо взято близким
к корню Х*. Тоrда последовательность хn сходится К х*,
и поrрешность 8n на одном шаrе при переходе от Xn 1
t{ Хn изменится по правилу .вида (2.3):

8п qJ' (х*) 8п 1 ... [qJ' (х*нn 80'

Поэтому приближение хn есть показательная функция
от п следующеrо вида:

Хп х* + 8oqn, q == <р' (х*) (7)

(равенство приближенное), Чтобы получить преобра-
зование, которое моrло бы ускорить сходимость хn ,

рассмотрим показательную функцию 8n ==: 8 + Aqn
(п==:О,I".,). При Iql<I 8п, очевидно, сходится к 8.
В Этом Простом случае леrко построить преобразова 
Qие, которое давало бы выражение предельноrо значе-
ния 8 через три. значения 8n. В самом деле, если 8п

8 == Aqn разделить на 8n 1 8 == Aqn l,то получится
Bn 8

А Sn+l S
С== q. налоrично == q. равнение этихBn l B Sn S
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.

двух значений ДJIЯ q приведет к равенству (Sn+1
)
2

'

s) (Sn l s) === (sn S
, откуда следует

Sn+1Sn 1 s;
s===

Sn+1 2Sn+Sn l.

в соответствии с этим результатом рассмотрим при 

надлежащее Эйткену преобразование произвольной по 

следовательности Sn В друrую последовательность оп:

2

Sn+1SrZ 1 sn
(8)оп ===

2 +
.

Sn+1 SN Sn l

Если ero применить к последовательности Sn === S +
'+ Aqn, имеющей показатеJ1ЬНЫЙ тип сходимости, то при

всяком значении п будет аn === s == lim sn. Можно ожи 

дать, что если Sn будет иметь не точно показательный

тип сходимости, а будет изменяться по закону, близ 

кому к нему, то преобразование (8), вообще rоворя, не

будет Давать при всяком п предельное значение Sn, но

приведет J{ новой последовательности аn, сходящейся
к s == lim sn более быстро, чем sn.

Как показывает приближенное равенство (7), после-

довательные приближения Хn в методе простой одноша-

rовой итерации с возрастанием п изменяются по закону,

QЛИЗКОМУ к показательной функции. Поэтому для улуч 
шения сходимости Х" естественно воспользоваться пре 

образованием Эйткена, При этом целесообразно каждое

улучшенное значение сразу же вводить в вычисле-

ние, чтобы в последующих вычислениях найденное улуч-

шение было учтено. Поясним это на одном шаrе вычис-

l1Iений. Пусть вычисления доведены до значения Хn ; по

нему вычисляем два вспомоrательных значения X ===

==q>(Xп), X ==q>«)===q>[<p(xn)]., К трем значениям Уn'

X ,X применяем правило улучшения (8) и результат

принимаем за следующее приближение xn+l:

"

[
,

]
2

[ ( )]
2

( )- ХNХ" Х
" Хп'Р ер Х" ер Х

"

(9)хn+l ==" ,
==

,

.

Х"
2х

n + Хп ер [ер (Х n)] 2ер (Хn) + х
"

Полученное равенство называют итерационной фор-
мулой Стеффенсена, она является одношаrовои и тре-

l'5yeT вычисления двух значений q> на каждом шаrе. Ее
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можно истолковать как простой итерационный процесс
для вспомоrательноrо уравнения

Ф) Х<р[<р (х)l <р2(х)
)х==Ф(х), (х ==

<P[<p(xH 2<p(x)+x
' (10

Остановимся еще на вопросе о поведении поrреш-
ности Вп == Хп х* формулы (9) вблизи решения х*.
Для этой цели все величины, входящие в правую часть

(9), разложим по степеням Вп , нодставив всюду вместо
Хп ero выражение Хп == х* + Вп . Для упрощения записи
в вычислениях будем опускать у х* и Вп индексы

*
и п

и писать Хп == Х + в. Воспользуемся также тем, что

ер (х) == х. Тоrда:

ер (Хп) == ер (х + 8) == Х + ав +  B2+ \,103 + ...,

1 1
а == ер' (х), =="2 <(/' (х), \' == 6" <рШ (х).

ер [<р(Хп)] ==Х+ а(ав+  B2+\,103+ ...) +
+ (ав +  B2+ ...)2 + \' (ав + ...)3 + ...

==

== Х + а
2
8 + a (1 + а) 82 + а (у + 2 2+ а

2у) 83 + ...

Хп<Р [ер (хп)] == (х + 8) [х + а
2
8 + a (1 + а) 82 +

+ а (у + 2 2+ а
2
у) 83 + ...] == х2 + Х (1 + а

2) 8 +
+[a2+xa (1+a)]82+[a (l+a)+xa(y+2 2+a2\,)]83+...
ер2 (хп) == (х + а8 +  82+ У8

3 + ...)2 ==

==х
2
+ 2ха8 + (а

2 + 213х) 82 + 2(yx+aMI?:3 + ...

Хп<Р [ер (хп)] ер2 (хп) == Х «а 1)28+ (а + 2) (а 1) 82 +

+[(a 2)y+2a 2+a3\,]83}+a (a 1)83+ ..,

<р [<р (хп)] 2ер (хп) + Хп
== (а 1)28 + (а + 2) (а 1) 82 +

+ [(а 2) \' + 2a 2+ а
3у] 83 + ...

Хп<Р [<р (Хп)} <р2 (Хп )
Хп+1 ==

<р [<р (хпН 2<р (Хп ) + Хп

==
Х {(а 1)2 В + (а + 2) (а 1) е

2
+ [(а 2) У + 2a 2+ аЗу1 еЗ}

+de

+
а (а l)еЗ+...

+
a (a l)e2+...

de
Х

d'

rде d==(a 1)2+ (a+2)(a 1)8+[(a 2)y+2a 2+
+ а

3у] 82 + ...
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Слева заменим хn+! на х* + 8n+!, справа же возВра 
тимся к прежним обозначениям, заменив х на х* и 8

на 8т и, кроме Toro, выделим там лишь rлавный член,

сохранив в числителе дроби только слаrаемое с 8 ,
а в знаменателе член (а 1)2, свободный от 8n. После
этоrо получим приводимое ниже приближенное выраже 
ние 8n+l через 8n:

1 a ? 1 QJ' (х*) QJ" (х*)
8п+I  "2а 1 8;;' ==="2 QJ' (х*) 1 е;. === Ве;. (11)

Равенство является приближенным, и так как HYMe 
рацию поrрешностей можно начать с любоrо шаrа BЫ 

числений, мы вправе, не оrраничивая общности, счи 

тать, что оно выполняется с нужной точностью при
п == О, 1, 2, ... Ero можно рассматривать кок нелиней 

ное разностное уравнение первоrо порядка. Если YMHO 
жить (11) почленно на В и ввести новую переменную

'Ilп
=== В8п, то это равенство можно записать в форме

'Iln+1 == 'Il;;. Применив ero несколько раз, начиная со

значения 'Ilп, получим следующую систему равенств:

'Iln 'Il; I ('Il  2Y ...  'Il6п.
Отсюда получаем

8n B 1(B8o)Zn. (12)
Если поrрешность 8Q === хо х* начальноrо значения

Хо настолько мала, Что для нее выполняется нераБен 
ство

1
1 QJ' (х*) QJ" (х*) II В80 I ==="2 ер' (x') 1 80 < 1, (13)

то МОЖно ожидать, что при неоrраниченном возрастании
п поrрешность 8п будет стремиться к нулю и итерацион 
ный процесс Стеффенсена, определяемый формулой
(9), будет сходиться к решению х*; при Этом сходи 

мость будет весьма быстрой, как это следует из (12).

4. Ускорение сходимости при помощи преобразова 
ния уравнения. В основании преобразования уравнения
лежит следующий факт, коrорый был отмечен в 2 
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если в уравнении х == ер(х) функция ер(х) таКОВа, что

при х == х* будут выполняться равенства ер' (х*) ==
...

... == ep(m I)(x*)== О И ер(т) (х*) =1= О и, следовательно,
разложение ер (х) по степеням разности х х* имеет

вид

ер (х)

,

ер (хо) +  !ер(т) (х*) (х х*)т + о «х х*)т),

то для поrрешностей 8п == хп х* приближений в про-
стой одн:ошаrовой итерации, коrда Хп будут близки к х*,
верно соотношение

1
в == rn(т) (х*) воп + о (в

т

)n+1 т!
't' n n '

и можно ожидать тем более быстрой сходимости x 
к х*, чем больше m. Коrда указанные условия не вы..

полняются, например, коrда ер' (х*) =1= О, ТО можно по..

пытаться ускорить сходимость итерационноrо процесса,
если заменить заданное уравнение х == ер(х) друrи 
уравнением х == ф(х), в котором функция ф(х) удов-
летворяет следующим двум требованиям: 1) уравнение
х == Ф (х) име тте же решения х*, что и заданное урав-
нение, и 2) для каЖДоrо из решений х* ВЫПОЛняются

условия ф(h) (х*) == О (k == 1,2, ..
.,
т 1).

Такую функцию можно построить, очевидно, MHO 
rими способами. Мы приведем один из известных спо 

собов.

Наряду с ер(х) рассмотрим фуnкцию f(x) == ep(x) 
х. С помощью ее уравнение х == ер (х) запишется как

f(x) == О. Будем искать ф(х) в виде мноrочлена сте-

пени m 1 от f:

Ф (х) == х + а! (х) f (х) + а2 (х) Р(Х) + '"

... + aт 1(х) fm 1(х). (14)

СвободныЙ член мноrочлена взят равным х, так как

уравнение Ф (х) == х должно быть равносильным

f(x)==O.
Выберем теперь коэффициенты ai(x) (i== 1,.,.

...,
т 1) так, чтобы производные ф(Р)(Х) (р == 1,

2'...' т 1) обращались в нуль всякий раз, коrда х
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есть решение уравнения f (х) === О. Эти требования

дут для ai (х) систему m 1 линейных уравнений

ф' (х)1 f=O
=== 1 + аl (х) f' (х) === О,

ф" (х) If O=== 2а; (х) f' (х) + а
l (х) f" (х) +

+ 2а2 (х) f,2 (х) === О,

Ф''' (х) If O=== а 1 (х) f'" (х) + За; (х) f" (х) +

+ За;' (х) f' (х) + 6a (х) f,2 +
з

+ 6а2 (х) f' (х) f" (х) + 6аз (х) f' (х) === О,

да-

(15)

ф(т l)(х) 'f=O == (т 1) a\т 2)(x)f' (х) + ...

. . . + аl (х) f(т l)(х) + ...

. .. + (т 1)! aт 1(х) [f' (x)]т 1== О.

Из нее последовате,,1ЬНО MorYT быть найдены коэффи-
циенты а1 (х), а2 (х), ..., aт 1(х).

При m === 2 в системе сохранится только перВое
уравнение, и будет

)
1

Ф ( ) === 1J!l.. == xq/ (х) <р (х)
аl (х ==

f' (х)
, х х

f' (х) <р' (хп) I
.

Соответствующий итерационный процесс имеет вид

f (хп) хп<р' (хп) <р (хп)
Хп+1

== хп f' (хп )
==

<р' (х) 1
.

Как мы увидим Ниже, он совпадает с процессом Нью-

тона, который будет получен на основе иных сообра-
жений.

Для m == З система (15) даст

1 . ["(х)
аl (х) ==

f' (х)
' а2(Х) ==

2f'З (х)
;

Ф (х) == х
[" (х) '2 (х)

j' (х) 2f'3 (х)

х<р' (х) <р (х) <р" (х) [<р (х) х]2
==

<p'(x) l 2[<p'(x) IP
.
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Итерационный процесс примет вид

х == х
f (Хn ) '" (Хп ) '2 (Хп)

. п+1 п
" (Хп ) 2f'3 (Хп )

.

Заметим, наконец, что метод Стеффенсена (9) мож..

но рассматривать как переход от уравнения х == <р(х)
к уравнению (10) с иным, правда, правилом составле 
ния функции Ф(х), чем (14).

4. Метод итерации для системы уравнений

1. Описание метода простой одношаrовой итерации.
Пусть для нахождения ,значении численных неизвестных

Хl, Х2, ..., хn задана система п уравнений. Применение
к ее решению метода итерации требует приведения си 
стемы к виду

Х1
== <Р1 (Х1' Х2, ..., Хп),

Х2
== <Р2 (Х1 , Х2, ..., хп), (1)

Хп
== <Рп (Х1, Х2, ..., хп).

Для облеrчения записи обычно рассматривают
п MepHoeчисловое пространство Rn, элементами Х KO 

Toporo являются упорядоченные совокупности п чисел

Х == (XI, Х2, . . .
,
Хn ). Один элемент Х этоrо пространства

будет служить для изображения значений aprYMeHToB
XI, Х2, ..., Хn функций (j)i, второй же элемент, который
мы обознчим <р, для изображения соответствующих
Х значений функций (j)1, <р2, ..., <Рn. Система (1) ко-

ротко запишется в виде

Х == (j) (х). (2)
Зависимость у == (j) (х) можно рассматривать как OTO 

бражение пространства Rn или части ero в Rn. YpaBHe 
ние (2) равносильно нахождению таких элементов Rn,
которые переходят в себя, т, е. являются неподвиж.

ными при отображении.
Точное решение (2) 'обозначим х* == (х;, Х;, ..

., X )
и предположим, что выбрано исходное приближение
Ха == (ху, X , ..,x ). Последующие приближения нахо.
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ДЯТСЯ по правилу

Xk+I==<p(Xk), k==O, 1,... (3)

Как и в предыдущем параrрафе, мы оrраничимся

описаниеМ наrляДНОЙ приближенной картины повед ния
,.

Х
'" *

(
'" · ,. .

)вектора поrрешности 8,.
Х Х

I хl' ..., х
п

х
п '

коrда приближение х будет близким к точному реше 

нию х* и компоненты поrрешности 8" будут малыми

величинами. Соотношение между 8
Н1 и 8" получится,

если в (3) вместо х,. и х,.+l подставить их выражения
х'" == х* + 8" и Xk+1 == х* + 8"+1;

X*+8
k+ 1 == <р(х*+ 8"). (4)

Будем считать функции <Pi непрерывно дифферен 
цируемыми в общей области их задания, и решение х*,
так же как и приближения х'" (k == О, 1,.. .), лежащими

внутри этой области. Соотношение (4) BeKTopHoe,мы
выделим в нем равенство компонент номера i

·

+ "'+1 (
.

+ '"
*

+ "'
)Xt 8

i
==

<Pi Х
1 81" .

.,
х
п

8
л

.

Разложим правую часть по степеням 87 (j == 1, ..., п),
выделив в. разложении линейную часть. Если принять
во внимание, что <Pi (х;, ..., х:) == х;, получим

п

8;+1 == I д <Pi (х;, ..., Х:) 87 + о (тах \871),
j 1

j j

i == 1, ..., n.

Отсюда следует, что вектор поrрешности 8
!: == (8 ,..., 8 )

на одном шаrе итерации испытывает линейное преобра-
З0вание

8k +1 A8k
. (5)

Здес А есть значение матрицы Я:коби системы функций
f{'i на точном решении х*;

А== l   : 1!*.".' .  .1)'*1 '

.

( д l п)*...( д:п  п)*
(

д

)
* д

(
* *

)дх
!

(jJj
==

aX
j

<Pi хl' ..., х
л

.
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Равенство (5) позволяет наrлядно истолковать за"

кон изменения 81 при итерации. Приведем матрицу А

к каноническому виду Эрмита. Для упрощения записи

предположим, что все элементарные делители А яв-

ляются простым и, но заметим, что заключения, к ко-

торым мы придем ниже, остаются верными. для любых

элементарных делителей А. Пусть

А == S 1[Лl' Л2' ..., Ivn] S.

Здесь "'1, ..., "'n суть собственные значения :4, и знаком

[Л1, . . .
, "'n] обозначена диаrональная матрица с элемен..

тами "'1, ..., ЛN. Соотношение (5) запишется в виде

k+l
S
 1

[ ] S
k

8 Л1, ..., ЛN 8

или, если ввести новый вектор t}k, положив t}k == S8
k

, то

t}k+1 [Л1' ..., лn] t}k.

Это равносильно n численным равенствам

i;.t}Т+1 Лi1'J , i == 1, 2, ..., n.

Каждая величина Ч будет изменяться с увеличением k

приблизительно по rеометрической проrрессии, имею-

щей знаменателем Лi. l(оrда все Лi по модулю меньше
единицы:

I Лi I < 1, i == 1, 2, ..., n,

то можно ожидать *), что t} о при k 00; так как

k
S
 1k k

б
.

8 == 1'J , то 8 также удет стремиться к нулю, и

послеД0вательность итерационных приближений Xk будет
сходиться к точному решению х*.

2. Аналоr правила 3ейделя. Возвратимся к записи

системы в виде (1). Предположим, что ВЫЧИСления дове-

дены до приближения номера k: Xk == (x ,..., x ).
В правиле 3ейделя для нахождения следующеrо при-
БJ1ижения хНI ==(x +I,..., X +I)должен быть прежде

Bcero установлен порядок вычисления ero компонен-

*) Теоремы о сходимости можно найти. например, в книrе:

В. И. I< рыл о в и др., Вычислительиые методы высшей. матема"
тики, т. 1, rл. 1, $ 1.8. «Вышэйшая школа», Минск, 1972.
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Тов x +l(i == 1, 2, "', п). Такой порядок может быть

своим для каждой системы и для каждоrо шаrа. Так как

всякий порядок расположения Xf+1 может быть приведен

путем изменения нумерации к натурадьному порядку X +I,
x +I,. . ., x +I,то правило Зейделя достаточно записать

Дv'Iя этоrо ПОСv'Iеднеrо порядка:

k+1 m (x
k

X
li

X
k

)Х
I 't'1 I' 2"'" п'

k+1 (Xk+1 Xk k
)Х

2 <Р2 1 ' 2"'"
Х
п '

(6)
k+1 ( k+1 k+l k

)Хп <Рп
Х

I ,..., Xп l'Хп .

После вычисления Xf+1 (i == 1, . .
., п) переходят

к нахqждению Сv'Iедующеrо прибv'Iижения хН2: выбирают
послеДоватеv'IЬНОСТЬ ВЫЧИСv'Iения ero компонентов Xf+2 и

ВЫПОv'Iняют счет при помощи равенств, анаv'Iоrичных (6),
и т. д.

5. Метод Ньютона

Подобно методу итерации, метод Ньютона является

общим и применимым к решению очень широкоrо клас..

са нелинеиных операторных уравнений, Значение ero

заключается в том, что он позволяет привести решение
 нелинейных уравнений к решению последоватеv'IЬНОСТИ
линейных задач. Достиrается это при помощи ВЫДеле-
»ия из нелинейноrо уравнения ero rлавной линейной
части.

1. Метод Ньютона для одноrо численноrо уравнения.
Рассмотрим уравнение f (х) == О, [де Х есть численная

переменная и f достаточно rладкая функция от Х.

Назовем х* точное решение уравнения и предположим,
что для х* каким либопутем указано исходное прибли-
жение Хо. Построим линейное уравнение для уточне...
ния Хо.

Удобнее рассматривать не Хо, а поrрешность 8 ==.

== х* Хо ввиду Toro, что Хо стараются выбрать близ..
ким к х*; тоrда 8 оказывается малой величиной, что

позволяет леrко ВЫДелить из заданноrо уравнения
rлавную часть,

7 в. И. Крылов и др., Т" 1
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Уравнение для 8 сразу же получится, если в равен-
ство f(x*) === О вместо х* внести ero значение х* ===

=== ха + 8:

f(xa + 8) === О. (1)
Разложим левую часть по Степеням 8 и выделим в раз-
Jl0жении линейную часть, относя остальные члены
В остаток:

f (Ха) + 8f' (хо) + 0(8) == о.

Отбросив остаток 0(8), ПО.IIучим линейное уравнение
для 8, близкое к (1), если 8 есть малая величина:

f (Ха) + 8f' (Ха) === О. (2)
Решая ero относительно 8, мы найдем лишь прибли-<

женное значение поrрешности, которое обозначим 80.
Можно ожидать, что 80 ЯВ.lIяется rлавной частью по-

rрешНости 8 по меньшей мере в том случае, коrда 8

есть малая величина. Добавляя 80 к хо, по.пучим улуч-
шенное значение для решения Х1 === хо + 80, относи-

тельно KOToporo можно ожидать, что оно будет ближе
к х*, чем Хо:

f (Ха)
Х1 == ХО

" (Ха)
. (3)

Пользуясь теми же соображениями, Х1 можно также

улучшить и т. д. В результате получится последователь-
Ность приближений к Х'\ в которой каждое следующее
приближение будет находиться по праВи.'lУ, принадле-

жащему Ньютону:
f (Хп )

)Xп+l===Xп 
t'(.Xп)

' п==O,l,... (4

Чтобы такие последовательные приближения моrли

быть построены, необходимо выполнение условий: 1) все

Хп принад.'Iежат области определения функции f и

2) f'(xn ) =1='0 (п===О,l,...).
rеометрический смысл правила (4) весьма !1РОСТ.

В плоскости ху построим rрафик 1 функции f. Точное
решение х* уравнения будет абсциссой точки пересече-
ния 1 с осью Ох (рис. 8), Расс 1ОТРИМ на 1 точку
Мп [хп , f (хп )] и проведем касательную прямую тп К 1
в точке Мп . Уравнение касательной Тп есть у f (хп } ==-.
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== f' (х п ) (х Хn ). Найдем точку пересечения касатель 

ноЙ Тп С осью Ох и обозначим Хп+1 абсциссу этой точки.

Она должна быть наЙдена из vравнения  f(хп ) ==

f
'

( ) ( )

.

f (хn )
== Хп Хп+l ХН , откуда следует Хп+1 Хп ( )

'

I
х
п

ЧТО совпадает с (4). Таким образом, правило Ньютона

rеометрически означает, что следующее приближение

Хп+1 находится, если динию 1 заменить прямоЙ Тп, Ka 

сающеЙся l в точке Мп,

у,
7ir

'О
:с

Рис. 8.

Выясним теперь наrлядную приближенную картину
поведения поrрешности 8п == Хп х*, коrда приближе 
ние Хп будет близким к точному решению х*, а 8п

мадой величиной. С целью получения соотношения

между поrрешностями 8п И еп+1 достаточНО в (4) BMe 

сто Хп И Хп+! внести их выражения Хп == х* + 8п

И Хп+1
== х* + 8п+1:

enF' (х* + еn) f (х* + еn )
8n+l ==

{' (х* + еn )

Ддя выделения rлавной части из правой части paBeH 
ства можно воспользоваться следующими выражениями

для f, f' и принять во внимание, что f (х*) == о:

f (х* + 8n) == 8nf' (х*) + ; 8;f" (х*) + о (8 ;),

f' (х* + 8n) == f' (х*) + 8nf" (х*) + о (8n).

7*
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Поэтому
1 '" (х*)

Вп+1
==

2" f' (х*) B +
о (В1:).

Отбросив справа величину о (в2n), получим

простое приближенное равенство, дающее
наrлядное описание поведения поrрешности

"'.!. f" (х*) 2 2
В
п+ 1

",

2 f' (х*)
в
п  Bп'

(5)

следующее
достаточно

вп :

(6)

Отсюда сразу же получается, что в
п+ 1 в;2 а BпB; 1 И

еп+l

( )2, поэтому отношение смежных значений
еп en l

поrрешностей на одном шаrе вычислений приблизитель-
но возводится в квадрат.

Так как нумерацию поrрешностей можно начать с

любоrо места, то мы вправе считать, что равенство

Bi aBi 1выполняется для i== 1, 2, ... При помощи этих

равенств можно найти выражение вп через во:

п

[
1 f" (х*) ]

2п 1
Вп (аВа)2  IВо == 2" " (х')

Во Во. (7)

Это равенство показывает, что коrда I аво 1> 1, то 110" ,.
будет увеличиваться при возрастании п, и трудно ожи-

дать сходимости хп К Х*. I(оrда же I аво 1< 1, то весьма

вероятно, что вп будет быстро стремиться к нулю и

Хп СХОДиться К х*. Мы rоворим не о достоверной, а

только о вероятной сходимости на том основании, что

соотношение получено путем отбрасывания в (5) малой
величины о (B ),И мы не оценили ее влияние на вп ПjJИ

возрастании п.

Приведем одну из простых теорем, которая дает
УС,'lовия, достаточные для существования решения ypaB 
нения и сходимости метода Ньютона.

Т е о р е м а 1. Пусть для уравнения f (х) == О выпол-
няются условия:

1) функция определена и дважды непрерывно диф-

ференцируе1fta на отрезке

I х хо I б, (8)

при этом I f" (х) I  !(для любых х на этом отрезке;

2) f' (хо) =t= О и
I " ( o)I

В; (9)
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3) в точке хо выпО_1N.яется N.epaBeHCTBO

I f,\;!) I 1);

4) для величин б, В, К, 11 соблюдены условия

1
h===. ВКЧ 2'

1  .yl  2h
h ч о.

(10)

(11 )

( 12)

ТОсда:

1) последовательность

является сходящейся к He 

КОТОРОЛlУ значению х*,

принадлежаще.ну отрез 
ку (8);

2) предельное значе 

ние х* есть решение за 

aaHHoio уравнения;

3) выполняется Hepa 

венетво, характеризующее

скорость сходи.мости,

(4) ;,южет

РА

т, \
'о

быть построена u

Ix* xnl t* tn, (13)

еде tn (12 ===. О, 1"..) есть

последовательность при 
ближений к меньшему корню
нения

Рис. 9.

t* вспомосательноео ypaв 

1 1 'Il
Р (t) ===.

'2 Kt
2

n
t + п

===. О, ( 14)

р ((n)

построенная по правuлу tn+ 1
=== tn р' ([n)

при to ===. О.

Д О К а з а т е л ь с т в о. Корни мноrочлена р (t) имеют

* 1 .y l 2h * 1 + .y l 2h
значения t ===.

h 1) И t
*

===. .

h 1), оба

при О < h 1/2 действительны и положительны. [ра-

фиком P(t) является парабола, проходящая через точ.

ки t*, t** оси t и с осью симметрии, параллельной
оси ординат (рис. 9). При первом взrляде на rрафик
становится ясным, что если построить ньютоновы
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приближения tn , начиная с to === О, то получится монотон-
но возрастающая последовательность, сХодящаяся к t*.

Обратимся теперь к последовательности Хп И пока-

жем, что для п === О, 1, ... все Хп принадлежат области
(8) и для НИХ выполняется неравенство

I Хn +1 Хn I tn + 1 t
n . (15)

Воспользуемся методом индукции. Проверим (15) ДЛЯ
п === О. Ввиду Toro, что Ха принад.'Iежит (8) и t' (Хо) =1= О,

f (хо)приближение Х, === ХО
{' (хо)

может быть най:дено.
1

При О < h 2дробь
1 -vl1=2h

h

2

1 + -vт=2h

(1, 2]. Следовательно, выпол-изменяется в области
няются оценки

I I
f(xa)

I [ -vl1 2hI Х1 ХО ===

{' (Ха) '11 < h '11 u.

Поэтому Х1 прина;:r,лежит (8). По преДПоложению, to === О

рио)и, стало быть, t1
=== to

Р' ио)
=== '11, I t, to I === '11, и ввиду

I Х, ХО I '11 неравенство (15) для п === О выполняется.
Предположим теперь, что Ха, Хl, ..., Хп принадле 

жат области (8) и дЛЯ НИХ

I Xk+l Xk I tk+l tk (k==O, 1, ..., п 1).
Д.'lя проверки возможности построения ХпН достаточно
показать, что t' (Хп ) =1= О. Рассмотрим неравенства

I
Хп

I t' (Хn) I ==
I

t' (Хо) + t" (t) dt к I Хп Ха I 
.

х,

  3 КI (Хn Xn l)+ ... + (х, Ха) 1)::
1

В К [ип tn ')+ ... + (t 1 to)] ===

=== к (tn to) == Ktn
== Р' иn).
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Так как tn < t*, то (см. рис. 9) р' и,,) < о и, стало быть,

i [' (хn) I > о.

f( ) В
f(Xn l)

Оценим величинУ хN ' ВИДУ ХN === Xn 1
1
,

( )Xn 1

будет

[(хn) ===f(Xn I)+(Xn Xn l)f'(xn l)+ 1
п

(xn t)fff(t)dt===
Xn 1

х
n

== ) (хп ') f" (t) dt.

Xп l

I f (хn) I < К 1
n

(хn t) dt ===

Xn 1

1. К ( )2 ..1 К (
' t )

2

2
хn Xn 1 2 '

t n n l'

Сходные вычисления, проведенные для мноrочлена Р (t),
1

'

показывают, чтор(tn)===2К(tn tn 1)2.Значит, !f(xn)l<

< р иn) и

\
f(xn) 1

риn)
I хn+l хn I ===

f' (хn ) Р' иn)
=== tn+ 1

t
n

.

Этим неравенство (15) доказано. Осталось лишь прове-

рить, что хп+1 принадлежит области (5):

I Хn+1 ХО 1=== I (Хn+1 Хn) + (Xп Xn l)+ . . . + (X1 XO)1<

< иn+1 'n) + (tn tn l)+ ... + (t 1 'о) ===

* 1 .у' 1 2h Jt

===fn+1 to===tn+1<t ===

h 'Il u

и Хn+1 действительно лежит внутри (8).
Проверим, что для Хп выполняется признак СХОДИl\lО-

сти Больцано Коши

I Хп+р Хп I === I (Хn+ р Xn+p l)+ ... + (хn+l Хn) ! <

< (tn+ p tn+p I)+ ... + иn+1 tn ) === t
n+ p

tn .

Последовательность tn сходится, и для нее признак

Больцано Коши выполняется; из полученноrо же не-

равенства следует, что он будет выполняться и для
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последовательности Хп , И эта последовательность также

будет сходящейся. Предел Хп обозначим х*: Iim Хп === Х*.
Утверждение теоремы о скорости сходимости tn к t"

леrко получается, если внеравенстве I Хп+р Хп 1::::;:;
::::;:; tn+p tn перейти к пределу при р --* 00. Ввиду
Хп+р -+ х* И tn+p -+ t* в пределе получится (13).

Отметим попутно, что в условиях теоремы оценка
(13) является неулучшаемой, так как знак неравенства
в ней переходит в знак равенства, КQrда f(x) === Р(х).
Но она не является наrлядной, так как требует вычис 

ления величины t* t n . Ниже (13) будет заменено дpy 
rим неравенством, более наrлядным, но менее точным.

Осталось показать, что х* === Iim хn есть решение ypaB 

f ( ) О П f (х,,)нения х ===. усть в равенстве Хn+l
=== Хn l' (хn )

номер п неоrраниченно возрастает. Так как при этом

 . * [(хn )
О Вх,,+! х, Хn Х, то, значит,

f' (хn )
 .виду Toro,

что f' (Хn) есть оrраниченная величина, отсюда вытекает,
что f (Хn) О и, так как lim Хn === х* принадлежит OT 

резку (8), rдe f есть непрерывная функция, то в пределе
получится f (х*) === О.

Т е о р е м а 2. Если выполняются условия теоремы 1,
то для поzрешности приближений верна оценка

n

I х* Хn I тn+l (2h)2
 1

1']. (16)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для упрощения записи в мно..

rОЧ.71ене (14) заменим apryMeHT t, положив t == 1']1::

P(t) === (i h1:2 1: + 1) == <р(1:). (17)

Для уравнения <р (1:) === О рассмотрим правило Ньютона
и возьмем последовательность приближений к меньшему

. 1 .y1=2h
корню 1: ===

h

(j) ('t'n)
1:0 === О, 1:n +1

=== 1:n' 
<р' ('t'n)

, п === О, 1, ...

с последовательностью tn она связана, очевидно, соот..

ношение 1 tn == 111:n , Для доказательства теоремы дo 
статочно установить неравенство

n

1:. 1:n 2 n+l(2h)2  1. (18)
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Воспо,пьзовавшись Q) (т*) === О, ПОЛУЧИМ

* *

+
QJ (1'n 1)

т тn
=== т Tn 1 QJ' (1'n 1)

===

===
, (1 )

[Q) (т*) Q) (Tn l) (т* Tn l)Q)' ('t'n I)]'
QJ 1'f1. 1

Но

Q) (т*) === Q) [тп 1+ (т" тn l)]===

=== Q) (Tn l)+ (Т* Tn 1)Q) (Tn l)+ ; Q)" (6)(Т* Tn 1)2,

Q)' (Tn l)=== JИ;n 1 1, Q)" (т) === h,

и поэтому
* 1 1

h (
*

)2Т Тn ===

1 h
.

2
т Tn l .

1'n 1
( 19)

Для оценки первоrо множителя в правоЙ части восполь 

зуемся формулой Тейлора для Q) (Тn)

Q) (Тn) === Q) [Tn 1+ (Тn Tn':"'I)] ==

=== Q) (Tn 1)+ (Тn Tn l)Q)' (Tn 1)+ ; Q)" (6) (Тn Tn 1)2

И, так как Q)(Tn)+(Tn Tn l)Q)'(Tn I)===O,а Q)"(6)===h,
получим

QJ(1'n) 1 h
( )2Тn+l Тn ===

( )
===

2 1 h Тn Tn l .

QJ 1'n 1'11.

При п == 1, ввиду то ===0, Т 1
== 1 и h< 1/2, отсюда по-

лучим
1 h 1

T2 Tl===21 h<2'
1 3

Т2 == ТI + (Т2 Тl) <1 + 2' ==="2.
Для п == 2

 l. h
)2

1 h 1 1

Т3 T2 2 1 h1'2(T2 T1 <2" l 1.h22 """'4'
2

3 1 7

't'3
== 't'2 + (Тз Т2) < 2" + "4

===

"4.

Если продолжить эти оценки дальше, найдем

Tn 1< 2 22 n, 1 hTn 1;;;.: 1 1/2 (2 22 n)== 21  n.
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что ПОЗволяет неравенство (19) заменить следующим:

* ______ 2
п 2

! (
*

)2'L" тп 1. Т Tп l . (20)

1 О h ------l * 1 -vТ=2hПр и п ===
, ввиду ТО ===, И 'L" === ' ==

.

2 h
2

-V 
 2,отсюда следует т* Т1 2 Ih22=== 2h,

1 + 1 2h

и нужное нам неравенство (18) для п === 1 деиствительно

верно. Выполним несложную индукцию и допустим, что

для значения п === k 1 неравенство (18) является Bep 
ным. Если применить (20) для п === k, ТО получится

т* 'L"k  2k 2h[Tk+\2h)2i I I]2== 2 k+l(2h)2k I.

Это доказывает выполнение (18) для значения п == k.

2. ,Некоторые видоизменения метода Ньютона. Этот

метод является одним из стареиших вычислительных

методов решения уравнении, и ввиду ero большоrо зна 

чения было сделано MHoro попыток ero изменения с це-

лью уточнения или упрощения вычислении. Ниже мы

остановимся на трех простеиших вопросах TaKoro типа.

1) Метод секущих. В формуле Ньютона (4) на

каждом шаrе вычисляются три величины: Хn, {(Хn ) И

{' (Хn ); при этом rлавная часть труда затрачивается на

нахождение f (Хn ) и {' (Хn ). Л.'lожно уменьшить вычисли-

тельную работу, отказавшись частично или полностью

от вычисления одной из этих величин. Так как по зна 

чению {(Хn ) можно точнее судить о значении поrрешно-

сти Хп х* === 8n, чем по {' (Хn ), то естественно отказать-

ся от вычисления {' (Хп ) И исключить эту величину из вы-

числительноrо процесса. Сделать это можно, заменив, на-

пример, в формуле (4) {'(хп ) любым приближеННЫ""l
выражением {' через значения функции {. Мы остано-

вимся только на самой простой замене, коrда значение

"(Хn) вычисляется по двум парам чисел [Xn 1, {(Xп I)]
И [Хn , {(Хn )]:

.

" ( ) ,...."
f(xп) f(xп l)

Хп
Хп Xn 1

.

После замены формула (4) перейдет в следующую
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фОр:\iУЛУ:
(Хп Xп ,) f (Хп ) Xп '!(Хп ) Хп! (Xп ,)

(21 )Хп+l === Хп f (хп ) f (Xп ') f (хп ) f (Xп ')
.

ОНа называется формулой секущих, и причина TaKoro

названия леrко может быть объяснена. На rрафике 1

функции f возьмем две точки Мn 1[Xn l, f (Xn I)] И

М n [Хn, f (хп )] и проведем через них секущую прямую

Sn, п 1(рис. 10). Уравнение ее естЬ

Х Хп У f (Хп)
Xп ' Хп f (Xn ') f (хп )

.

ФОР:\iула (21) означает, что за Хп+1 берется абсцисса
точки пересечения секущей Sn, п 1 С осью х; иначе

!/

Зп,п !

х

Рис. 10.

rоворя, при нахождении следующеl'О приближения Хn+1
линия l заменяется секущей Sn, п l.

Метод секущих является двухшаrовым, и нахождение

следующеrо значения Хп+! В нем требует знания двух

предыдущих значений Хп , Xп l.В частности, начало pac 

чета требует знания двух начальныХ значений Хо, Хl.

Выясним еще закон изменения поrрешности Оп ==

== Хп х* вблизи решения Х*. ЭТО можно просто cдe 
лать *), если в равенство (21) внести вместо Xп l,Х n ,

*) Полученное ниже соотношение (22) является, по существу,

)'!.руrой записью равенства (3.2).
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[(х,,) И f(X" l)их выражения через поrрешности 8" 1,8,,:

X,, 1== х* + 8n 1' Х"
== х* + 8т

f (Xn 1)== f (х* + 8n 1)== 8n lf'(х*) + 8  lf"(х*) + ...,

f (хп) == f (х* + 812) == 8nf' (х*) + 8 f"(х*) + ...,

а затем выделить из результата rлавный член, имеющий

наименьшую размерность ОТНОсите.1ЬНО 8n lИ 812:

.

(1',12 Bn 1)[Bnf' (х*) + 1/2B;'f" (х*) + ...]
8 ' ==8пт1 n

(В" Bn 1)f' (х*) + 1/2 (1',;' B  l)f" (х*) + ...

1 f" (х*)
812+1 2' f' (х*) 8n8n 1' (22)

Если сравнить полученное равенство с аналоrичным

для OCHoBHoro метода Ньютона (6), то можно видеть, что

поrрешность 8п В методе секущих убывает по закону,
близкому к убыванию в основном методе Ньютона, но

тплько с неСКО.1ЬКО меньшей скоростью стремления
к нулю.

2) В и д о и з м е н е н и е пр а в и л а Н ь ю т о н а с

п о с т о я н н ы м з н а ч е н и е м про И з в о Д н о й. Для

уменьшения вычислений можно не находить производ.
ную в каждоЙ точке хп , а воспользоваться' только одним

ее начальным значением И вычислять приближения по

правилу
f (хп)

Хп +1
== хп f' (хо)

(п == 0,1, . ..). (23)

rеометрически это означает, что за Хп+1 принимают KO 

ординату точки персечения с осью х прямой линии, про 
веденной через Мп[хп , f(xn )] на 1, параллельно каса"

тельной То к 1 в точке Мо[Хо, {(хо)] (рис. 11). .

Заменим в (23) Хп ,
Хп+1 их выражениями через по-

rрешности хп == х* +. 8", Хп+1
== х* + 8п+1 И восполь 

зуемся разложением

f (хп) == f (х* + 812) == 8nf' (х*) + 8;f" (х*) + ...

Если считать, что Хп И Х"+I близки к х*, и поrрешности
8", 8п+1 являютсSl малыми величинами, то ПоCJ1е Toro,
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как в результате замены будут сохранены в равенстве
члены первой степени с 8п , 8п+l И отброшены члены

с более высоким порядком малости, получится следую 

щее сотношение, дающее приближенное описание закона

изменения поrрешности вблизи точноrо решения:

[
{'(1;*)

]8п +1 8п 1
i' (хо)

. (24)

Закон изменения 8п будет близок к rеометрической
f' (х*)

проrрессии со знаменателем q
== 1

f' (хо)
. Относитель 

но q заметим, что хо берется обычно близким к х*, по 

этому f' (хо) будет мало отличаться от f' (х*), отношение

y 

Ха Х

Рис. 11.

f' (х*) 1ft (хо) мало отличаться от единицы и q будет
иметь небольшое значение. Можно ожидать, следова 

тельно, что если хо взято достаточно близко к решению

х*, то хп будет сходиться к х*, но скорость сходимости
будет более медленной, чем для формулы Ньютона (4).

3) Уточнение правила Ньютона для

с л у ч а я к р а т н о r о к о р н я у р а в н е н и я. При опи-

сании правила Ньютона и ero видоизменений всеrда

предполаrалось, что первая производная f' отлична от

нуля как на самом решении х*, так и внекоторой ero

окрестности. Теперь нашей целью будет выяснить, как
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следует изменить формулу (4) для случая KpaTHoro

корня уравнения.

Предположим, что кратность решения х* равна т> 1
и теилорово разложение 1 вблизи х* имеет вид

1 (х) == ат (х х*)т + '" + ат+р (х х*)т+р + Rm+ p , (25)
I

f
(k)

(
*

)ak ==

kI х, ат =F 0.-

Как и выше, предположим, что хп лежит вблизи х*
и поrреШRОСТЬ Вп == хп х* есть малая величина. Фор 
мула (4) дает следующую связь между Вп И ВпН:

t (х* + !оп)
8n+l == 8а

l' (х' + !оп)
.

Представление (25) дает приводимые ниже разло 
жения для 1, l' и [I'] l по степеням 8п :

1 (х* + 8п) === ат8
т + am 18m+1+ ...,

{' (х* + 8n) === тaт8:: 1+ (т + 1) am+ 1 8: + ...,

[1
" *

+ )]
 1  т+l

[1
'т + I)am+l

+ ]\Х 8n 8п 8п . .. .

тат тат

Значит,
f(x*+!On) === 8[ 1

ат+1
8 ..L

" (х' + !оп) т
n

тат
n I

.

( 1
I

)
ат+l 2 +8п +1

=== 8n+ 8пт тат

8n + 1 (1 ) 8n.

. ..],

..
-, (26)

(27)

Как видно отсюда, поrрешность Вп вблизи решения
х* будет с ростом п изменяться приблизительно по

закону rеометрическои проrрессии со знаменателем

I
q

=== 1  ,меньшим единицы. Убывание 8п будет зна 
т

чительно медленнее, чем в СЛучае, коrда производная
{' (х*) отлична от нуля и [де закон убывания описы 

вается равенством (6).
Изменим правило вычислении и возьмем ero в форме

k f (хn )
( )Хп +1

=== хп " (хп )
, 28
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[де k есть численныЙ параметр, выбором KOToporo сеЙ 

час заЙмемся. Поrрешности, соответствующие ЭТO:V1У

правилу, будут изменяться по закону

Вп +1
== ( 1 ) Вп + k a +lB + ...

т тат

Достаточно положить k == т, чтобы справа обратить
в нуль линеЙныЙ член и увеличить скорость убывания
поrрешности Вп . Формула вычислениЙ тоrда будет Ta 

кой:

f (хп )
Хп +l == Хп т

f' (хп )
. (29)

СоответствующиЙ ему закон изменения Вп запишется

в виде приближенноrо равенства

f
(т+1)

(х
*

) 2
,....

ап:+! 2
Вп +1 ,.... В"

== (Вп.

тат т (т + J) f т) (х*)

0,1 сходен с законом (6) изменения поrрешности для
основноЙ формулы Ньютона.

3. Метод Ньютона для системы уравнении. Предпо-
.'lожи:vr, что значения V численных неизвестных Х1, Х2, ...

. .
., Xv должны быть наЙдены из системы V уравнениЙ

fl (Хl, xz,..., х) ==0,
(ЗО)

fv (.'<1, Х2, . .
., xv) ==:: О.

Расс:vrотрим V MepHoeвекторное пространство Rv, и

совокупности значениЙ неизвестных будем рассматри 
вать как элементы Rv: Х == (XI, Х2, .." xv ). Каждую
функцию fi (Х1, ..., xv) коротко можно обозначить fi (х)..
Если, кроме Toro, ввести вектор функцию f(x) ===

==[f1(X), ..., fv(X)], то систеМа (ЗО) запишется в форме

f(x) ==0. (31)

Допустим, что известно некоторое исходное прибли.
о

(
о О )

*

(
* "

жение х ==. Хl' ..., Xv к решению системы х == ХI' ..., Xv)'
Для выделения rлавноЙ частИ из системы (З1) удобнее
рассматривать не точное решение х*, а вектор поrрешность

x* xO==(x; x ,..., X: X )==B==(BI'..., Bv)'
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уравнение для 8 получится, если в равенстве f (х*) === О
заменить х* на х* === хО -+ 8;

f (хО + 8) === о. (32)

Предполаrая все составляющие вектора поrрешности
малыми величинами, ВЫДелим в системе (30) rлавную
линейную часть. Для Этоrо рассмотрим уравнение лю 

боrо номера fi (хО + 8) === О, разложим функцию fi с по 

мощью формулы Тейлора по степеням поrрешностей
81, ..., 8v И сохраним в разложении линейную часть,
отбросив все члены более BbIcoKoro измерения. После
этоrо получится линейная система уравнений относи 

тельно поrрешностей, приближенно заыеняющая систему
(30) :

v

I8j д .fi (хО) fi (хО),
j 1

1
i===1,2,...,'V. (33)

Решая ее относительно 8i, мы не найдем точных зна-

чений поrрешностей, а получим только приближенные
значения для них, и можно ожидать, что они будут
rлавными частями 8i' Назовем их 8 . Мы улучшим ис-

ходные значения неизвестных x ,если прибавим к ним 8 :

Х
I

х
о + "О

х
2
1
=== Х

0
2 +

"0
2' Х

I
Х
О + "О

.

1 1 "'1' '" . . .,
v v "'v'

Новые приближенные значения х) аналоrичными вычи-

слениями в свою очередь MorYT быть улучшены и т. д.
В результате для каждоrо значения х; получится

последовательность приближений Ч такая, что каждое

следующее приближение Х7+ 1 (i === [, . .
., "') будет нахо-

диться из линейной системы по предыдущему прибли-
жению Ч:

v

I (Xj+1 Х7) д .fi (х
n

) === fi (х
n

); (34)
j 1 J

i===l,...,'V, n===О,l,...
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Рассмотрим матрицу Якоби системы функциЙ
fi и== l,...,v)

дУ! af! af!
дх! дХ2 ах",

af2 дf2 af2

дх! дХ2 ах", == f' (х). (35)

afv ау", afv I дx! аХ2
...

дх",

Значение ее при х == х" есть матрица системы (34).
Система будет' иметь единственное решение, коrда ее

определитель отличен от нуля: D [f' (х")] =т'= О.

Как и во мноrих предшествующих случаях выясним

приближенную Harлядную картину поведения поrреш 
ностей 81

n == х'! х1, коrда хn
мало отличается от точноrо

решения х*, и 8;n являются малыми величинами. Соот.

ношение между 8;n И 81
n+ 1

получается, если в (34) за.

менить хn И хn+l их выражениями х
n == х* + 8*n И Xn+l==

== х* + 8*n+l. Считая функции f; дважды непрерывно

дифференцируемыми, примем при замене во внимание

следующие равенства:

Xj+1 х'! == 8;n+l 8;n, [; (х*) == О,

'v

f . (хn) == [. (х* + 8*n) == 8":n [. (х*) +t t J дх. t

j 1
1

'v

+
1

*n *n
д2

f (
*

) +"2 LI 8j 8k дх. дх i Х . . .,

j,k 1 1 k

[. (хn) == f.(х* + 8
М) ==aX

j
t aX

j
t

'v

== д .f i (х*) + L 8%n aX: Xk[; (х*) +
1 k 1

Пользуясь предположением о малости поrрешностей, co 

храним в результате замены только rлавные члены и
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после этоrо получим
v v

I ,'n+]
д

f (
*

)
1

I ''1 *n
д 2

f (
*

)8 
д t х :::::;

2
8 '8k д д

. Х
,

J Х. 1 х. X
k

t

j 1
1

j,k ]
1

i=== 1, ..., 'У.

Если воспользоваться вектор функцией f(x) и MaT 

рицей Якоби f' (х), полученную систему можно записать
в виде

v

1

I
д2

f' (х*) 8*n+1 :::::; еnв*n f (х*).2 1 k дх. дХk.

j, k 1 1

Если матрица Якоби f' (х*) является неособенноЙ,
отсюда можно найти 8*n+l;

(36)

v

*n+I........ I  n*n [f
'

(
*

)]
 1 д2

f (
*

)8 ........

2 81 8k Х
д д

х.
.

Х
j

X
k

1, k 1

Это равенство показывает, что поrрешности 8;n+1 C le.

дующеrо приближенноrо значения хn+l будут приблизи-
тельно квадратично зависеть от поrрешностей 8jn пре-
дыдущеrо приближения х

n
. Это обстоятельство позво-

Ляет ожидать, что если определитель D [f' (х)] матрицы
Якоби отличен от нуля в некоторой окрестности реше 
ния х* системы и если исходное приближение х

О
взято

достаточно близким к х*, то последовательность хn бу 
дет сходиться к решению х*; при этом сходимость
хn х* будет быстрой, так как с возрастанием п по"

rреШIIQСТЬ 8*n будет убывать по квадратичному закону
(37) .

Во всех приведенных выше рассуждениях не было изу-
ч новлияние отбрасываемых членов более BbIcoKoro по-

рядка малости, поэтому высказанное заключение, как и

аналоrичные предыдущие, может иметь только ориенти-

ровочное значение,

(37)

6. Интерполяционные методы решения уравнений

1. О построении интерполяционных методов. Такие
методы. можно рассматривать, в определенноЙ степени,
как уточнения и обобщения методов итерации и Нью.
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тона. О связи интерполирования с итераЩЮННЫi\{ MeTO 

ДОМ кратко rоворилось в 3, Несколько более подробно
мы остановимся сеlIчас на связи интерполирования с

методоМ Ньютона. Для пояснения идеи построения ин 

терполяционных методов достаточно оrраничиться этим

случаем.
В основном методе Ньютона вычисляются значения

трех величин Хn , f (хп ), f' (Хп). Метод Ньютона OДHO 

шаrовый, и для вычисления следующей строки таблицы,

содержащей Xn+l, f (ХnН)' f' (хn+l), используется лишь

одна предыдущая строка с Хn , f(xn ), f' (хп ); при этом

для нахождения Хn+1 выполняется линейное интерПОJIИ 

рование f(x) по знач ниямf(xn), f'(xn), и за хn+l при 

нимается нуль линейной интерполирующей функции.
Можно рассчитывать увеличить точность следующеrо

приближения Хn+1, повышая степень интерполирующеrо
мноrочлена; сделать же это можно, например, двумя

С.'lедующими путями.

Во первых, можно в уже найденных приближениях
хп , Xп l, ... вычислять не только f и f', но находить

также значения производных более BbIcoKoro порядка

f
"

f f В
, ,. " и привлекать их к интерполированию . 0-

вторых, можно для интеРПОJlирования f привлекать эти

значения не только в точке Хn ,
НО И В нескольких пред-

шествующих точках Xn 1, ..., Xn п.

Пусть избран какой либотип интерполирования f и

построен для нахождения Хn+1 соответствующий интер-
полирующий мноrочлен Рт(х) некоторой степени т> 1.

После этоrо заданное уравнение f (х) == О заменяется

приближенным уравнением
Рт(Х) ==0. (1)

Оно требует некоторых пояснений. Так как т> 1,

уравнение будет иметь, как правило, более одноrо ре-

шения. В практике вычислений наиболее часто бывает,

что приближения хn ,
начиная с KaKoro Toместа, будут

лежать на некотором малом отрезке [а,  ],содержащем
точное решение Х*. На [а,  ]мноrочлен Рт(х) будет
близким к функции f (х), и rрафики f и Рт будут мало

отличаться между собой. В наиболее распространенном

случае f имеет на [а, /3] один корень, являющийся про 
стым. Очень часто бывает, что Рт(х) имеет на {а, /3]

'"
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также один простой корень, Вседруrие корни Рт ле-

жат вне [а;,  ], не близко от этоrо отрезка, и не имеют

ДЛЯ вычислений интереса, Вычисляют лишь корень Рт,

ближайший к Хп .

Нахождение TaKoro корня затруднено тем обстоя 
тельством, что уравнение (1) является нелинейным. Оно
решается обычно путем построения последовательных
приближений к разыскиваемому корню Рт. Так как он

близок к Хп , то значение Хп может быть принято за
исходное приближение к нему. Все следующие при-
ближения находятся из линейноrо уравнения, которое
строится путем выделения из Рт(.Х) rлавной линейной

части, в предположении, что Х близок к Хп . Форма этоЙ
rлавной части зависит от способа интерполирования {;
для пояснения рассмотрим следующий случай: предпо-
ложим, что винтерполировании f участвовали велlIчины

((хп ) И f' (хп ). Тоrда rлавной линейной частью Рт(х)
при Х, близком к Хп , будет, очевидно, f (хп ) + (х
 xпH'(Xп),И уравнение (1) приведется к виду

Р
т (Х) === f (хп) + (х Хп) f' (хп) + Fт (х) === О, (2)

F
т (Х) === Р

т (х) f (хп) (х Хп) f' (хп).

Если решить уравнение (2) относительно х, coдep 
жащеrося в выделенной линейной части, то оно приво-
дится К следующему каноническому для итерации виду

1
Х === Хп l' (Хп) [f (хп) + Fт (Х)] === ер (х).

Решают ero обычно при помощи какоrо либоитерацион-
Horo метода. Найденное значение для Х принимают за
Хп+1, по нему находят нужные значения функции f и

производных от Нее и переходят к вычислению Хп+2.
Остановим еще внимание на Методе, основанном на

интерполировании обратной Функции. Как будет видно
из изложения, он не требует для нахождения прибли-
жений решения уравнений, и в этом СОстоит ero преиму 
щество по сравнению с методом, основанным на интер 
полировании f.

Поясним Идею метода на простом ПриМере. Пусть
решается уравнение f(x) === О, и пусть при вычислениях
составляется таблица приближений Хп к решению и со-
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ответствующИХ значений функции У == НХ) и произ 

водных от нее:

Ха, XI' ..., Хn '

.. .,

Уп'

Y ,
[Yk == f (Xk)]' (3)Уо, Yl,

Y ,Y ,

.. .,

Обычно бывает, что на некотором отрtзке вблизи

решения х* функция f изменяется монотонно, и зависи 

мость У
== f (х) может быть обращена. Обратную функ 

цию обозначим Х == F (у). Коrда решается уравнение

f(x) == О, то для обратной функции это означает, что

нужно найти значение х == Р(у), отвечающее значению

у == О. При помощи чисел, имеющихся в таблице (3),
это может быть сделано путем известных средств ин-

терполирования. В рассматриваемом случае это есть

задача интерполирования х* == Р(О) по значениям функ-
ции F и производных от нее *) в точках Уп, Yп l, ..,

Пусть выбрано какое-либо интерполяционное пра-

вило, и при ero помощи составлен интерполяционныЙ
мноrочлен Пт(у) степени т. Полаrая в нем у

== О, най 

дем приближенное значение Р(О) Пт(О), которое

примем за Xп+l:

Хn+1 == Пm (О).

После этоrо вычисляем значения f и нужных производ-

ных, дополняем таблицу (3) столбцом номера n + 1 и

переходим к нахождению Хп+2.

Остановимся теперь HeMHoro более подробно на про 

стейших задачах в каждом из указанных методов.

2. Метод, основанный на интерполировании функции.

Рассмотрим наиболее простую форму этоrо метода, коrда

для интерполирования f используются только значения

самой функции {. Предположим, что вычисления дo 

ведены до шаrа номера n и составлена таблица при 
ближений Xk к решеНИIQ и соответствуЮщих значениЙ {.

*) Производные ')т обратной функции F вычисляются по зна-

чениям производных от f без труда по известным из курса анализа

правилам.
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Интерполируем f по ее значениям В k + 1 узлах Хп ,

Xn 1, ..., Xn kпосредством алrебраическоrо мноrОчлена
степени k:

k

f (х)==р (х)+ R (х), Р (х) == "

( )(Х), ( / (Xn j), (4)х Xп !ro
Xn jJ O

R(t) ==
ro(х)

f
(k+I)

(
!: )-

(k + I)!
ь ,

(u (х) == (х Хп) (х Xп l)... (х Xn k)'
Точка принадлежит наименьшему отрезку, содержа-
щему х, Хn , ..., Xn k. Отбрасывая остаток R (х), заме-
ним f (х) == О приближенным уравнением

Р (х) == О. (5)
Чтобы сделать дальнеЙшее изложение наrлядным,

воспользуемся не лаrранжевым представлением Р (х),
приведенным В (4), а ньютоновым представлением

Р (х) == f (хп ) + (х Хп) f (хn> Xn l)+

+ (х Хп) (х Xп l)f (Хп, Xп l'Xп 2)+ ...

. .. + (х Хп) . . . (х Xп Hl)f (Хп , Xri l'. .
., Xn k), (6)

Оно имеет то преимущество, что коrда Х и приближения
Хn , Xп l, ..., xп kблизки к решению х*, разности Х Хn ,

Х Xп l,..., Х xп kбудут малы;vrи величинами и сла 

raeMble в правоЙ части равенства будут расположены
по возрастанию порядка малости. Выделение rлавноЙ
линеЙноЙ части здесь делается без затруднениЙ в ка-

честве нее можно, очевидно, взять

f (хп ) + (х Хп) f (Хn> Xn l)==

==

Х х!!:.......... f (Xп l)+
Х Xп 1

f (хп ).
Xп l Хп Хп Xп l

[рафик ее есть ПрЮlая линия, проходящая через точки

Мn[Хn, f(xn )] И Mп I[Xп l,f(Xn I)]и являющаяся ceKY 

щеЙ для rрафика функции f.
Уравнение (5) запишется в форме

f (хп ) + (х Хп) f (Хn> Xn J)+ F (х) == О, (7)
F (х) == (х Хп) (х Xп l)f (Хn> Xп l'Xп 2)+
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Ш1И, если ero решить относительно х, входящеrо в ли-

нейную часть,

,

х === хn
t (х:) = ;(x I I)[т (хn) + F (х)]. (8)

Решают ero обычно простой одношаrовой итерацией,
принимая за исходное приближение x +\=== Хn' Подста 

вляют х == X +1в правую часть и результат подстановки'

принимают за первое приближение X +1и т. д.

Часто соединяют итерацию с последовательным уточ-

нением уравнения: отбрасывают справа в (8) F (х) и ре-

зультат, не зависящий от х, принимают за X +I;затем

сохраняют в F (х) только первый член (х хn)(х Xn 1)Х
Х f (Ха' Xn 1'Xn 2)' полаrают справа х === X +1и результат

принимают за x +];после этоrо сохраняют справа в F (Х)
два первых члена, ПОДставляют х == X +l' принимают

резу.пьтат за X +1и т. д.

После Toro как найдено значение Хn+1, вычисляют

f (Хn +\), составляют интерполяционный мноrочлен типа (4)
для узлов xn+l' Хn, ..., Xn k+1 И приступают к вычи-

слению Хn+2 И Т. д.

Остановимся еще на выяснении закона изменения

поrрешности 8n === Хn х*, коrда приближения хn являются

близкими к х*. Так как Р (хn +l) === О, будет

f (хn +\) == р (хn +l) + R (хn +\),

Я(Х ) ===
(хn+l  Xn).., (хn+l  Xn k)f

(k+I)
(t )n+\ (k+l)!
"',

rде S лежит на отрезке, содержащем точки Xn k'. .
., Хn+1'

С друrой стороны,

Rn+l (Хn+ 1 )'=== f (Хn+1) === f (Xn+l) f (х*) == 8n +lf' (х* + 88n+I)'

0< 8 < 1,

и, значит,
1

8n+l ==

" (х* + 8"n+l)
Rn+1 (хn +l)'

Если воспользоваться приведенным выше выражением

для R (Xn+l) и принять во внимание равенство Хn+1

Хт 8n+l 8т, для 8
n+1 получим

'(Н 1) (5)
8n+ 1

===

(k + 1)1 " (х' + 8сn+ 1)
(8n+1  8n). . . (8n +l 8n k)'
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Это равенство показывает, в частности, что следующее
значение 8n+1 поrрешности будет малой величиной БОJlее
BblcoKoro порядка, чем каждая из поrрешностей 811' . . .

. .
., 8n k' Поэтому каждую из скобок (8п +I 8

п ), . . .

. .
., (8п +l 8n k) можно приближенно заменить на

 8т. ,
.,  8n k'Наконец, величины f(k+I) (Ю и f' (х*+е8п + 1)

можно, внося малые поrрешности, заменить соответ-

ственно на f(k+lJ (х*) и f' (х*).
Все такие замены Дадут слеДующее приближенное

равенство, Достаточно верно описывающее закон изме-

нения поrрешности 811' коrда Хn будут близкими к х*:

( I)k+1 f(k+I) (х*)
8п + 1 :::::::

(k + 1)!
'

l' (х*) 8n8n I" . 8n k' (9)

Применение изложенноrо метода к вычислениям тре-
бует составления 'н.ачальной таблицы, соДержащей зна 

чения Хо, XI, ..., Xk, И необходимых значениЙ функции
f и ПРОИЗВОДных от нее.

3. Метод, основанный на интерполировании обрат-
ной функции. Будем считать, что при решении уравне-
ния f(x) == О состамяется таблица приближений к pe 
шению Хп И соответствующих значений Уп == f (хп ) функ-
ции f. Предположим также, что зависимость У == f (х)
обратима на некотором отрезке, содержащем прибли-
жения Хп и решение Х*. Рассмотрим обратную функцию
Х == F (У) и интерполируем ее по k + 1 значениям Хп , .,.

, .
., Xn kВ точках Уп, ..., Yn k:

k

) (
Q (У)Р(у :::::::П У) ==

?- (Y Yn f)Q'(Yn f)
Xn j,

J O (1 О)
k

Q (У) == П (У Yn j).
j O

За слеДующее приближение Хп+l принимается значе 

ние мноrочлена П (У) при У == о:
k

Хn+1
== П (О) == I  ,( ) -)

xn f' (11)
Yn J. Yп ]f O



6] ИIПЕРПОЛЯЦИОННЫЕ МЕТОДЫ 217

Обратим внимание на то, что в рассматриваСМО:\I ме-

тоде дается явное выражение Д.'lЯ хп+l, достаточно удоб-
ное для вычислений.

Остановимся еще на законе изменения поrрешностей
/Оп == хп х*, коrда приближения хп становятся близки-

ми к решению х* и /Оп малыми величинами, Рассмот-

рим для этоrо поrрешность интерполирования Р (У):

) ( )
Q (у) (Н 1)

( )r (У) === р (У п У ===

(k + 1)!
Р 1'} .

Здесь 1'} есть некоторая средняя точка на наименьшем

отрезке, соДержащем Уп' ..., Yп kИ У.
Так как х* === Р (О) и Хп+1

=== П (О), то

€п+1
=== Хп+1 х* === П (О) Р (О) === r (О) ===

(О) p(k+ 1)
( )(k + 1)( 1'}а

k k

( I)k р(Нl) ( )П
( I)k (Н1)

( ) Пf( )(k + ])!
110 Yп j

===

(k + 111
р 1'}0 Xп j.

j O j O

Знаком 'Il" названа некоторая точка отрезка, содержа-

щеrо Ут . . ., yп k'О. Ввиду f (х*) === О и f (хт) === f (х*+/Oт) 
f (х*) === 8mf' (х* + в8т) (О < в < 1), будет

k

( I)k
P(k+1)

( )П f
' *

)8п +1
===

(k + 1)! 1'}0 8п j (х + e8п j.

i O

В правой части равенства выделим rлавную часть, вы-

полняя замены р(Н1) (1'}0) p(HI) (О) И f' (х* + e8п j) f' (х*),
после чеrо получим приближенное равенство, дающее
достаточно простую и наrлядную картину изменения

поrрешности вблизи х"':

'" ( I)k
[f

'

(
*

)]
k+1 (k+l)

( )8п +l '"

(k + 1)1
х р О 8п8п 1... 8п k' (12)

Оно позволяет думать, что если обратная функция имеет

непрерывную производную порядка k + 1 в окрестности
точноrо решения х* и если приближения ХО, XI, ..., X1t
взяты достаточно близко к х*, то вычислительный про-

цесс, определяемый правилом (11), будет быстро схо-

диться к Х*.
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7. Упрощение алrебраических уравнений
путем выделения множителей

1. Введение. Алrебраические уравнения являются

уравнениями простейшеrо вида; они часто встречаются
в приложениях, и вопрос о численном решении их уже
давно привлекает внимание. Общие методы решения, о

которых rоворилось выше, разумеется, применимы и к

алrебраическим уравнениям, но кроме них были раз-
виты друrие методы, предназначенные специально для
таких уравнений и учитывающие их особенности. Таких
методов существует немало, мы же остановимся только

на одном из них на методе разложения на множители,

так как он часто применяется в вычислениях.

Пусть дано алrебраическое уравнение степени п > 1:

р (х) === аоХ
п + alxn 1+ ... + ап === О (аоап =t= О). (1)

Если удастся разложить мноrочлен Р(х) на множи-

тели, то мы понизим степень уравнения и в той или иной

мере упростим задачу ero решения. Для определенно-
сти ИЗ.1Jожения рассмотрим случай, коrда коэффициенты
ak мноrочлена р (х) суть действительные числа. Как из 

вестно из курсов алrебры, корни TaKoro мноrочлена

MorYT быть действительными, при этом кратности их

MorYT быть любыми; комплексные же корни должны

быть попарно сопряжены, и кратности сопряженных
корней обязательно одинаковы. Мноrочлен Р (х) может

быть представлен в виде произведения нескольких дей 
ствительных множителей, линейных или квадратичных,
совпадающих или различных; при этом линейные MHO 

жители отвечают действительным корням мноrочлена,
квадратичные же отвечают парам сопряженных комп-

лексных корней. Поэтому, принципиально rоворя, до-
статочно оrраничиться рассмотрением алrоритмов выде-
ления только линейных и квадратичных множителей.

2. Нахождение линейноrо множителя мноrочлена.

Пусть нужно найти действительный корень а мнorо-

члена Р (х), и для этой цели мы хотим выделить из Р (х)
линеЙныЙ множитель х а. Предположим, что мы знаем

приближенное значение хо этоrо корня и по нему можем

составить лишь приближенное значение х хо линей 



7] УПРОЩЕНИЕ АлrЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИй 219

поrо множите.'IЯ. Для ero уточнения делят по хорошо
известным праВll.'Iаll1 Р (х) на х хо. Если де.'!ени.е BЫ 

полнить до конца, то в остатке получится постоянная

Величина. Остановим деление на предпоследнем шаrе,
коrда остатоК будет линейным doX + d1 ,

и запишем ero

В форме do (х хl)' При этом предполаrается do =1= О.

Разность x Х1 называют приведенным предпоследним
остатКОМ.

Такая операция деления приведет к следующему

представлению Р(х):
Р (х) == (х Хо) (boxn 1+ ... + bn 2X)+ do (х хд. (2)

Число Хl принимают за первое улучшенное значение

корня. Леrко построить явное выражение ХI через мно-

rочлен Р. Из равенства (2) получается

Р (хо) == do (хо Хl)' Р (О) == dOX1'

Исключая отсюда do , найдем

Р (О) Хо
хl

==

Р (О) Р (хо)

ап

аих  1+ ... + aп 1
(3)

Для построения Х2 делим Р (х) на х хl, находим

«предпоследний» остаток и, представляя ero в приведен-
ной форме d1 (х Х2), найдем Х2 и Т. д.

Следующее приближение Хl1.+1 строится по предыду-

щему Xh путем деления и представления Р (х) в виде

Р (Х) == (Х Xk) (coxп 1+ Clxn 2+ .,. + Cn 2X)+

+ dk (х ХН1)' (4)

Условием возможности неоrраниченноrо продолжения
TaKoro алrоритма, указанноrоЛином, является соблю 

дение неравенства dk =1= О (k == О, 1,...).
Явное выражение Х1<+I через Xk получается из (2):

Р (О) xk
а
п

Xk+1 == == .

P(O) P(xk) aJXk l+...+aп 1

По существу изложенный алrоритм является

стой одношаrовоЙ итерацией для уравнения

)
р (О) х

.

хР (х)
х == <р (х ==

р (О) Р (х)
== х + р (О) Р (х)

.

(5)

про 

(6)
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Заметим, что если последовательность х/< Сходится,
и Нт Xk === х*, то х* есть. корень мноrочлена Р (х). Дей 
ствительно, если предположить, что Xk:---+ х* (k 00), то

из peKyppeHTHoro соотношения (5), взятоrо в форме

X
k

ХН! === Xk + Р (О} Р (xk )
Р (Xk),

следует, что при k 00 должно быть Р (х,,) о И, ввиду
непрерывности Р (х), будет Р (х*) === О.

Что же касается сходимости последовательных при-
ближений х", то ее rарантировать можно не во всех слу 
чаях. Напомним, что для уравнения Х == ер (х) при на-
хождении решения х* в методе простой итерации, если

исходное приБЛИlКение Х" взято достаточно близко к х*

и если lep(x*) 1 < 1, то итерационная последовательность
Хп сходится К х*, а если lep(x*) 1> 1, то решение х* бу 
дет «точкой отталкивания» для последовательности хп

И сходимости, вообще rоворя, не будет,
Как видно из (5),

,

( ) 1 I
Р' (а)

ер а ==
т а

Р (О)
.

Поэтому MOlКHO YTBeplКдaTЬ, что последовате.lJЬНОСТЬ х",

определяемая процессом (5), будет сходиться к корню

I
Р' (а) Iа, если выполнены условия: во первых,1 + а
Р (О)

< 1

И, во-вторых, исходное приБЛИlКение хо взято достаточно

близким к а,

3. Нахождение квадратичноrо множителя. Будем ис-

кать МНОlКитель в виде х2 + рх + q. ПредполоlКИМ, что

нам известны или KaK TOзаданы приБЛИlКенные значе-

ния ро и qo для р и q. Разделим Р (х) на х2 + рох + qo
и остановим процесс деления на предпсследнем остат-

ке, который будет, вообще rоворя, мноrочленом второй
степени ах2 + Ьх + с. Предполаrая а =f= О, приведем ero

к виду а (х2 + Р1Х + q1) и примем Р1, ql за первые улуч-
шенные значения для р, q. После этоrо разделим Р(х):
на х2 + Р1Х + ql и проделаем весь цикл вычислений для
наХОlКдения вторых улучшений значений Р2, q2 И Т. д.
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Выясним характер зависимости Pk и qk от коэффи 
циентов уравнения. Для этоrо будем считать, что деле-

Ние Р (х) на трехчлен х
2 + рх + q доведено до конца,

т. е. до .'Iинейноrо остатка. После деления по.'Iучится

следующее равенство:

р (х) == аохn + ... + аn
==

== (х2 + рх + q) (boxn 2+ bjXn 3+ ... + Ьn зх+ bn 2)+

+ bn 1(х + Р) + ь
n ' (7)

:Коэффициенты bп l, Ь п линейноrо остатка записаны

в особоЙ форме, чтобы получить единообразные paBeH 
ства, связывающие ai и b i (i == О, 1, ..., п). Если cpaB 
нить коэффициенты при степенях х, получится система

уравнений
ао == Ьо ,

а! == РЬо + b j ,

а2 == qbo + рЬ ] + Ь2 , (8)

an ]== qЬn з+ pbn 2+ bn 1'
. аn

== qbn 2+ pbn 1+ Ь
n ,

из которой последовательно MorYT быть найдены b i . Оче 

видно, при этом b i будут мноrочленами относительно

р и q, и леrко видеть, что b i будет иметь степень i OTHO 

сительно р и степень i 1 относительно q. Ниже коэф 
фициенты b i будем обозначать b i (р, q).

При делении Р (х) на х
2
+ рх + q предпоследний oc 

таток есть

Ьn 2(x2+ рх + q) + bn 1(х + р) + ЬN ==

== bn 2x2+ (pbn 2+ bn l)х + qbn 2+ pbn !+ ьn '

Коэффициенты же РМI и qk+1 В приведенном предпо 
следнем остатке номера k + 1 должны находиться по

значениям Ри и qk по правилу

РНI == Pk + bn !(Pk, qk)/bn 2(Pk, qk),

qk+1 == qk + [Pkbn 1(Pk, qk) + Ьn (Pkqk)]/bn 2(Pk, qk)'
(9)

Укажем еще на связь алrоритмов (9) для нахожде-

ния последовательных приближений Ри и qk С точными
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уравнениями для нахождения ,о и q. Для TOro чтобы

трехчлен х2 + ,ох + q был делителем мноrочлена Р (х),
необходимо и достаточно, чтобы последний остаток

bп 1(х+ ,о) + Ьп в представлении (7) был тождествен 
но равен нулю, что равносильно равенствам

,obи l(,о, q) + Ьи (,о, q) === О, Ь
п (,о, q) === о

или

bп l(,о, q) === О, Ь/l (,о, q) === О.

Последние можно записать в виде

( ) +
b/l 1(р, q)

,о === GJ ,о, q === ,о
b/l 2(р. q)

,

q === 'Ф (,о, q) ===

q +
Ь/l (р, q) + pb/l l(р, q)

b/l 2(р, q)

Равенства же (9) суть не что иное, как формулы про 
стой одношаrовой итерации для системы (10).

В 4 мы обращали внимание на то, что такой ме.

тод для систем уравнений сходится не всеrда, и указы 
вали условия, при соблюдении которых можно ожидать

сходимости последовательностей ,оIJ. и qIJ., полученных
по правилам (9).

(1 О)'
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rЛАВА 5

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕrРИРОВАНИВ

В этой rлаве будет рассмотрена задача о вычисле 

нии однократноrо интеrрала с пuмощью конечноrо чис 

ла значений интеrрируемой функции. Изложение нач-

нем с рассмотрения определенноrо интеrрала.

1. Введение

1. О форме, придаваемой интеrралу при вычислении.

Пусть [а, Ь] есть любой конечный или бесконечный OTpe 
ь

зок числовой оси, И рассматривается интеrрал F (Х) dx.
а

Предположим, что мы ставим своей задачей найти при 
ближенное ero значение по n значениям F (Xi) функции
F в точках Xi (i == 1".., n) .

 ноrиеправила приближенных квадратур основаны

на замене интеrрируемой функции F на всем отрезке

[а, Ь] или на ero частях на более простую функцию ер,

близкую к Р, леrко интеrрируемую точно и принимаю-

щую в узлах Xi те же значения F (Xi), что И Р. В качестве

такой функции берут либо алrебраический мноrочлен

от Х, либо рациональную функцию, либо триrонометри-
ческий мноrочлен и т, д. в зависимости от задачи. Все

эти вспомоrательные функции qJ ЯВ.'Iяются аналитиче-

скими и обладают большой rладкостью изменения.

Коrда' отрезок интеrрирования конечный и интеrри 

руемая функция F имеет высокую rладкость, то можно

рассчитывать хорошо приблизить ее мноrочленом HeBЫ 

сокой степени или несложной рациональной функцией.
Если же сама функция F или ее производные HeBЫCO 

дих порядков имеют особенности или даже обращаются
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в бесконечность, то это затруднит приближение F или

сделает ero вообще невозможным. В Этом Случае мы

должны будем заранее освободиться от таких особен-
ностей путем их выделения. Делается это при помощи
разложения F на два сомножителя Р(х) == р(хН(х),
rдe р(х) имеет такие же особенности, как и Р(х), а f(x)
есть достаточно rладкая функция, и интеrрал рассматри-
вается в форме

ь

р (х) f (х) dx.
а

(1)

Такое представление важно также, например, в за-

даче вычисления несобственных интеrралов по беско-

нечным отрезкам. Нередко приходится вычислять ин-
00 ,

теrралы вида F (х) dx. Для них большое значение

а

имеет закон, по которому убывает F при х 00. Здесь
F целесообразно разложить на множители F (х) ==,
== р(хН(х), из которых первый р(х) характеризует за.

кон убывания Р, второй же f(x) является rладкой функ-
цией, допускающей хорошее приближение алrебраиче-
скими мноrочленами или рациональными функциями.

Функция р(х) в (1) называется весовой функцией
или весом. При построении вычислительноrо правила
для (1) она считается фиксированной, и поэтому прави-
ла, о 'Которых будет rовориться ниже, в большинстве
своем будут специализированными, и каждое из них

будет предназначено для численноrо интеrрирова-
ния функций, имеющих особенности одноrо и Toro же

типа, определяемоrо весом р (х). Функция f(x) предпо-
лаrается любой достаточно rладкой на [а, Ь],

2. Квадратурная сумма И связанные с ней задаЧИ.

Будут строиться формулы вычислений, имеющие вид
ь n

р (х)! (х) dx I Akf (Xk)' Xk Е [а, Ь]. (2)
а k 1

Величины Ak называются квадратурными коэффициен-
тами, xk квадратурными узлами и правая часть (2) 
квадратурной суммой. Формула имеет 2п * 1 парамет 
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ров: п, Ak , Xk (k === 1, 2, ..., п), и их сдедует выбрать

так, чтобы фОРМУJIа давала возможно лучший резуль 
'Тат при интеrрировании избранноrо класса функций f.

Назначение параметра п является очевидным: чем

больше п, тем больше слаrаемых в квадратурной сумме
и тем большей точности можно достиrнуть путем выбора

Ak и Xk. Поэтому при построении формулы число п счи 

тают закрепленным и рассматривают лишь задачу о BЫ 

боре Ak и Xk. Отметим попутно, что эти параметры не

всеrда являются произвольными и В некоторых случаях
на их значения необходимо бывает наложить оrраниче '
ния, например, при интеrрировании таблично заданных

функций за узлы Xk MorYT быть взяты только табличные

значения aprYMeHTa. В ближайшем изложении мы будем
считать Ak и Xk произвольными. Правом выбора их

обычно пользуются для следующих целей.

1) У в е л и ч е н и е с т е п е н и т о ч н о с т и, Pac 

смотрим систему линейно независимых функций Фт(Х)
(т === О, 1, 2, ...) таких, чтобы произведения р (х) Фп (х)
были абсолютно интеrрируемы на [а, Ь].

Предположим, что рассматривается некоторое семей-

ство F функций f. Будем приближать функции f при

помощи линейных комбинаций
n

Sn (х) === L akffik (х).
k O

За меру близости между f и Sn примем величину
ь

р (f, sn) === I ра sn) Idx.
а

Система Фт(Х) называется полной в множестве Р, если

для всякоrо 8 > О существует такая линейная комбина-

ция Sn, что выполняется неравенство V а, Sn) < 8.

Если система Фт обладает свойством полноты, то из

неравенства
ь ь ь

pf dx psn dx I р (f sn) I dx === р (f, sn) < 8

а а а

вытекает, что интеrрал (1) может быть вычислен сколь

уrодно точно при помощи замены f на линейную комби-

8 в. И. Крылов и др., т. 1
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нацию Sn, составленную при надлежащем выборе п. и

ak (k == О, 1, ..., п). Это позволяет ожидать, что если

мы сможем возможно точнее интеrрировать функции
Ют, то мы одновре:vrенно сможе:vr ХОрОШQ интеrрироватъ
всякую функцию f Е Р.

rоворят, что формула (2) имеет степень точности

т, если она является точноЙ для функций ffii (i == О, 1"..
т):
ь n

р (х) ffiJt) qx == I Akffii (Xk)
а k 1

(i == 0,.1, ..., т),

и не является точной для (()т+l.
Можно стремиться к тому, чтобы при помощи выбора

параметров Ak и Xk сдеJ1ать степень точности формулы
(2) наивысшеЙ возможной. Такие форМУJ1Ы впервые
были рассмотрены [ауссом, и их часто называют фор.
мулами rayccoBa типа или формулами наивысшей сте-
пени точности. Так как число параметров Ak и Xk равно
2п, то есть надежда достиrнуть Toro, чтобы формула (2)
имела степень ТОЧНОСти 2п 1, и можно предПолаrать,
что такая степень точности является, как Правило, наи-

высшей возможноЙ. Ниже будут указаны случаи, коrда
эти ожидания оправдываются.

2) М и н и м и з а Ц и я по r реш н о с т и. Рассмотрим
остаточный член или поrрешность квадратурной фор 
мулы (2)

ь n Ь

Rn (f) == pf dx I Akf (Xk) == РУ dx Qn(f). (3)
а k 1 а

За величину, характеризующую точность формулы на

множестве F функциЙ f может быть принята верхняя
rpaHb абсолютноrо значения Rn :

supl Rn(f) I ==М(А1 , ..., Аn; Х1, .,., Хn)'
f

Она зависит от выбора узлов Xk 'и коэффициентов Ak , и

их можно стараться выбрать так, чтобы величина М
имела бы наименьшее значение. Такая задача интересна
rлавным образом в теоретическом отношении и не при-
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BeJ1a еще к полезным для практических вычислений pe 

зультатам.

3) у про Щ е н и е в ы ч и с л е н и Й. Можно при по-

мощи выбора параметров Ak и Xk стремиться сделать
возможно более простыми вычисления по формуле (2).
Например, можно выбрать, что делают нередко, уз-
лы Xk равноотстОЯЩИМИ, положив Xk == ,а + kh, h ==

(Ь a)Jn и применять формулу
ь п

р(х) f (x)dx I Akf (а + kh),
а k O

выбирая в неЙ коэффициенты Ak по каким либоусловиям.
Для упрощения счета можно потребовать равенства

коэффициентов и рассматривать следующую формулу:
ь

р(хн (х) dx C[f (хд + ... + f (хп)].
а

Она содержит п + 1 параметров С и Xk (k == 1, ..., п),
которые можно попытаться выбрать так, чтобы такая

формула имела степень точности не ниже п.

3. Поrрешность квадратуры и сходимость KBaдpa 
TypHoro процесса. Поrрешность квадратурной формулы
(2) указана в равенстве (3) . Величина поrрешности за-

висит, очевидно, от СВОЙСТВ функции f и от выбора фор.
мулы, т. е. от ее узлов Xk и коэффициентов.

В исследовании поrрешности основными являются
две следующие задачи.

Во первых,оценка поrрешности для функций с теми

или иными свойствами, среди которых наибольший ин-

терес имеют классы ФУНКЦИЙ, часто встречающиеся в

приложениях: функции с конечным числом разрывов,
непрерЫВНые, имеющие заданный порядок диффереНIlИ 
руемости, аналитические и т. д. Здесь имеют значение

как точные оценки для узких Классов, так и более rpy-
бые оценки для широких классов, ПО.1езные в вопросах
сходимости.

BO BTOpЫX, выяснение УСЛОВИЙ сходимости квадра-
турных процессов, т. е. УСЛОВИЙ, при которых Rn (f) о

(п oo).

8*
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Квадратурный процесс, или последовательность квад-

ратурных формул, определяется двумя бесконечными

треуrольными таблицами: таблицей узлов

{
Х: .

}
2 2

Х
Х I Х2

Х
З

Х
З

Х
З

1 2 З

. . . . .

(4)

и таблицей коэффициентов

{
АI

}
1

А
Аi A 
АЗ АЗ АЗ

.

1 2 З

. . . . . .

(5)

в проблеме сходимости приходится иметь дело с

тремя объектами: классом F функций f и двумя табли-
цами Х и А; необходимо бывает выяснить, как они

ДО,,'lжны быть связань между собой для Toro, чтобы

остаток Rn (п стремился к нулю при п --+ 00, Несколько

теорем TaKoro вида будет приведено ниже.

2. Интерполяционные квадратурные правила

Здесь будут изложены правила численных квадра-

тур, основанные на алrебраическом интерполировании
функции на всем отрезке интеrрирования.

1. Общая интерполяционная квадратура. Предполо-
жим, что узлы Xk (k == 1, ..., п) как-либо выбраны, и

мы имеем право при построении квадратурной формулы
распоряжаться выбором лишь коэффициентов Ak. Оста-
новимся сначала на их определении, основанном на ал 

rебраическом интерполировании функции f на всем от-

резке [а, Ь]. Выполним такое интерполирование f по ее

значениям в узлах Xk (k == 1, 2, ..., п) при помощи

мноrочлена Р(х) степени п 1:

п

" (о) (Х)
f ) (f(x)==P(x)+r(x), P(x)==i..J (x xk)(o)'(xk) (Xk, 1)

k 1

ro (х) == (х Xl) . . . (х хп).
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Если это представление f внести в интеrрал (1), по 

JIУЧИМ равенство
ь ь ь

р (х)! (х) dx::=:; р (х) Р (х) dx + р (х) r (х) dx.
а а а

Отбросив справа интеrрал с остаточным членом r (х),
найдем приближенное правило интеrрирования, назы 

ваемое интерполяционным:
ь n

\ р (х) f (х) dx I Akf (Xk),
а k 1

ь

r (о (х)
Ak === Р (х)

(х X
k) (о' (xk )

dx.

Ero поrрешность слеДующим образом выражается
через остаточный член интерполирования:

ь n Ь

Rn (f) === pf dx I Akf (Xk) === р (х) r (х) dx. (3)
а k 1 а

(2)

Интерполяционная формула (2) характеризуется

слеДующей теоремой о степени точности.

т е о р е м а 1. ДЛЯ ТО20 чтобы квадратурная формула
(1.2) была точной для аЛ2ебраических МНО20членов CTe 

nени n 1, необходимо и достаточно, чтобы она была

uнтерnоляционной.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим необходимость.

Возьмем функцию
(о (х)

f (х) ===

(х X
i ) (о' (xJ

=== (iJi (х).

Это есть мноrочлен степени n 1, и если правило верно

ДЛЯ всяких Мноrочленов степени n 1, то оно должно

быть точным и для (iJi (х). Поэтому верны равенства
ь ь

 P(x)(iJi(x)dx=== p(x)(x  . xl,(x.)dx==.
а а

t t

n

== I Ak(iJi (Xk) === Ai'
k l
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и формула (1.2) действительно является интерполяцион-

ноЙ, так как ее коэффициенты имеют значения, ука.
занные в (2) .

Докажем достаточность. Пусть f есть произвольныЙ
мноrочлен степени п 1. Убедимся в том, что для Hero

равенство (2) будет выполняться точно. Интерполируем
if по значениям в узлах хп (k === 1,.." п), Интерполиро-
вание будет точным:

п

f (х) == "
ro (х)

f (Х )i...J (Х Хk) 0)' (хk)
k .

k 1

Кроме Toro, если Ап имеют значения, указанные в (2),
то верны равенства

ь
п

Ь п

} pf dx ==

{; f (Xk) } р (х)
(х ' kjXl,(xk )

dx ==

{;1 Akf (Xk), (4)

и равенство (2) для f(x) выполняется точно.

Как показывает теорема 1, интерполяционные квад-

ратурные формулы характеризуются тем, что при вся-

ком расположении узлов хп алrебраическая степень

точности их не меньше п 1. Если МЫ хотим увеличить
степень точности, то это можно сделать только за счет

выбора узлов Xk. Ниже будет показано, что при помоriщ
TaKoro выбора степень точности, по краЙнеЙ мере для
знакопостоянных весовых функциЙ р (х), может быть

повышена на п единиц и доведена до 2п 1.

Обратимся к рассмотрению поrрешности квадратуры
(2). Ее представление через r(x) указано в равенстве
(3). Что же касается выражения для остаточноrо члена

интерполирования r(x), то ero представления для неко-

торых классов функциЙ указывались в rл. 1. Например,
для любых функциЙ f с конечными значениями остаточ-

ныЙ член r (х) может быть записан в виде

r (х) == ro (х) f (Х1' Х2, ..., хп, х).

Это позволяет утверждать, что для любоЙ функции f
с конечНЫМИ значениями на [а, Ь] и такоЙ, что инте-
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rралы, входящие в (4), имеют СМЫСЛ, поrрешность KBaд 

ратуры представима в форме

ь

Rn (f) === Р (х) (i) (х) f (xr. Х2,
а

.. ., хn , х) dx. (5)

Ввиду большой общности это представление редко

ИСПо.'Iьзуется в приложениях и имеет rлавным образом
теоретическое значение. Укажем еще два более специа 

лизированных представления, но более полезные в прак 
тике вычислений. Если функция f имеет непрерывную

производную порядка n на [а, Ь], то на отрезке, содержа 
щем точки х" ...,

Хn , Х, существует точка такая, что

для r(x) верно равенство

r (х) ===

(i)

( ;) f<n)(S}.

Оно позволяет получить для Rn ([) следующее Bыpa 
жение:

ь

Rn (п ===  ! Р (х) (i) (х) f(n) (s) dx.
а

(6)

Для функций, имеющих на [а, Ь] непрерывную произ 

водную порядка n, удовлетворяющую условию

If(n)(x) I М n (а х Ь), отсюда получается оценка

поrрешности квадратуры

ь

IRn(f)I J !Мn  IP(x)(i)(x)ldX.
а

Здесь равенство достижимо только при условии, коrда

произведение Р (х) (i) (х) сохраняет знак на [а, Ь], в дру-

rих же случаях оценка может быть далека от опти-

мальной.

Для получения точной оценки Rn ([) для рассмат-

риваемых функций воспользуемся друrими сооб-

ражениями. Всякая функция с непрерывной производ-
ноЙ порядка т на [а, Ь] представима по формуле
ТеЙлора, остаточныЙ Член которой' взят в интеrральноЙ
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форме *) с rасящей функцией Е:
т 1

f (х) === )'
! (х 4 f(i) (а) +

1

i O

ь

+ (т 1)1 f(m) и) (х {)т !Е (х {) dt.
а

Если это представление внести в остаточный член

ь n

Rn (п === р (х) f (х) dx I Akf (Xk)
а k 1

И изменить порядок интеrрирования по х и для Rn(f)
получится равенство

.

т l Ь

Rn (f) === I * f(i)(a) Rn[(x a)iJ + (т 1)! f(m) (t) Кт и) dt,
i O а

Ь

Кт (t) === Р (х) (х {)т 1dx I Ak (Xk {)т !
t Xk> t

{t =1= а, Xk (k === 1, 2, .." п)}.
Оно дает представление остатка Rn (п для любоrо КВад-

paTypHoro правила в классе функций, имеющих на [а, Ь]
непрерывные производные до порядка m. В случае ин 

терполяционной квадратуры мноrочлены до степеней

п 1 интеrрируются точно, и поэтому Rn [(х а) iJ === О

(i === О, 1, . .
.,
п 1). Если, кроме Toro, интеrрируемая

функция f имеет непрерывную производную порядка п,
удовлетворяющую условию

I f(n)(x) ' Mn, ХЕ [а, Ь],
то в представлении Rn (п сохранится справа лишь инте-

rральный член

(7)

ь

Rn (f) ===

(п 1)I f(m) (х) Кn (х) dx
а

(8)

*) См. rл. 1, Э 3, п. 2. При записи формулы мы для упрощения
считали а конечной величиной. Если же а  oo,то вместо а мо-

жет быть взята любая точка С на (а, Ь] инезначительно изменеи

интеrрал.
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и оценка Rn (() в классе функций, опреде,ТlЯемом усло-
вием (7), будет

ь

IRn(f)I Mn(n l)! IKn(x)ldX.
а

Оценка является точной.

2. Квадратурные формулы с равноотстоящими уз 
лами. В вычислениях часто узлы Xk берутся paBHOOT 
стоящими. Интерполяционные квадратуры с такими уз 
лами принято называть формулами Ньютона Котеса
в память Toro, что впервые они в достаточно общей
форме были рассмотрены Ньютоном, коэффициенты же

для них в случае постоянной весовой функции найдены
Котесом при п == 1, 2, ..., 10.

Предположим, что отрезок интеrрирования конечен;

разделим ero на п равных частей длины h == 1. (Ь а),
п

И точки деления а + kh (k == О, 1, ..., п) примем за узлы

интерполяционной формулы, которую запишем в форме

ь n

р (x)f (х) dx (Ь а) I В!. f(a +kh), (9)
а k O

Ь

В!. == (Ь a) 1Ak == (b a) 1 р (х)
(х a :hj ,(a+kh) dx,

а

00 (х) == (х а) (х а h) . . . (х а nh).

Если ввести вместо х переменную t, положив х== а + th

(О t п), можно упростить выражение для B'k:

00 (х) == 00 (а + th) == hn+1t (t 1) .. . (t п),

х а kh== h(t k), 00' (а + kh) == ( l)n khnk! (п k)!,
n

В!. ===
( 1)n kr

(а + th)
t (t 1) ... (t п)

dt. ( 10)nk! (п k)! J Р t k
о

'
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Для постоянной весовой функции р (х) == 1 формула
Ньютона Котеса имеет вид

ь n

f (х) dx (b а) .L ви (а + kh), (11)
а k O

n

Bn ( 1)n kr t(t I)'H и п)dtk 
пk!(п k)!J t k

.

О

в таблице приведены значения коэффициентов B 
формулы (11) для ряда значений n вплоть до п === 7.

Поскольку при каждом п имеет место соотношение сим-

метрии B'k === B  k,то В таблицу включены только коэф-
фициенты с индексом k nj2.

 Iо I 1 1 2 I 3

1 1/2
--

2 1/6 4/6

3 1/8 3/8
4 ,7/90 32/90 12/90
5 19/288 75/288 50/288
6 41/840 216/840 27/840 272/840

7 . 751/17280 3577/17280 1323/17280 2989/17280

Коэффициенты В!. вычислены (см. [3]) до п === 20. Они

являются рациональными числами с большими числи-

телями и знаменателями, и это заставило нас оrрани-

читься лиш'ь приведенной краткой таблицей. Относи-

тельно B отметим без доказательства следующие факты.

1) Среди B (k === О, 1, ..., п) для п 10 существуют

отрицательные.
Чтобы пояснить значение этоrо факта, отметим, что

при вычислении суммы, стоящей справа в (9), пользуются,
как правило, приближенными значениями f (а + kh).
Пусть все они известны с поrрешностью 8. Поrрешность,



2] ИНТЕРПоЩщиоННЫЕ КВАДРАТУРНЫЕ ПРАВИЛА 235

которая может получиться при составлении суммы

I B '(а + kh), должна быть оценена величиной в L I B !.
Заметим, что сумма L B при всяком п равна еди-

нице; это сразу же следует из (11) при f == 1. Наличие же

среди B (k == О, 1, . .
., п) отрицательных чисеJ1 вызывает

увеличение L I B I и возможной поrрешности в L I B  .
Насколько быстрым является рост L I B I при уве-

личении п, можно судить по следующим цифрам:

при п == 10

при п == 15

при п == 20

L Iвl°l з,l;

L I в1
5

1  8,3;

L IB'f?1 560.

Поэтому при пользовании формулой Ньютона Котеса

(9) для п == 15 при составлении квадратурной суммы
можно потерять в точности один десятичный разряд,
тоrда как для п == 20 MorYT быть потеряны в точности

три десятичных разряда.

2) При больших значениях п коэффициенты Bk
имеют следующие представления:

в
п ( l)k lп! [

1
+

( l)k] [1+0 (
1

)]k== k!(п k)!пln2n k n k
'

lnn

( I)k lnk 1[
1 ( l)k] [ (

1

)]==  + . 1+0k! In Z
n k n k ln n

(1  k п 1),

B ==B ==nl n[1 +OCn
1

n )].

(12)

Как видно отсюда, для таких п будут часто встречаться

случаи, коrда смежные коэффициенты B и Bk+1 бу-
дут иметь большие абсолютные значения и противопо 

ложные знаки. Поэтому при п >>' 1 сумма L I B'k I будет
большой и быстро возрастающей величиной. Это позво-

ляет ожидать, что при больших п формулы Ньютона
Котеса становятся малоприrодными для вычислениЙ.

.

Обратим еще внимание на некоторые свойства фор-
мулы (10) без их подробноrо рассмотрения.
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1) Коэффициенты B'k, отвечающие узлам, paBHOOT 

стоящим от концов отрезка интеrрирования а и Ь, равны

между собой:

B'J ===B  f (j ===0,1, . ..). (13)

Это свойство может быть проверено вычислениями, но

ero леrко можно предвидеть заранее, так как при вся-

кой весовой функции, значения которой распределены
симметрично относительно середины отрезка [а, Ь],
в частности при постоянной весовой функции, у коэф-
фициентов B'J и B  fнет оснований иметь различные
значения.

2) Выше мы обращали внимание на то, что интер-

поляционная формула квадратур с п узлами характе-
ризуется тем, что она является точноЙ для мноrочленов
степени п 1, какова бы ни была весовая функция
р (х) и как бы ни были расположены узлы. В формуле
(11) имеется п + 1 узел и она является точной для вся-

ких мноrочленов степени п. Естественно выяснить, мо-

жет ли она быть точной для всех мноrочленов некото-

роЙ степени, большей п. Оказывается, что ответ здесь

зависит от четности или нечетности числа узлов п + 1.
Если число узлов п + 1 является четным, то квадра-

турная формула (11) не может быть верной для MHoro-

членов степени п + 1, и п является степенью точности

правила (11).
Коrда число узлов п + 1 нечетное, то один из узлов

1
располаrается на середине е ===

"2 (а + Ь) отрезка инте-

rрирования [а, Ь], остальные же узлы лежат симмет-

рично относительно е. Рассмотрим мноrочлен Р (х) ==

=== (х е) n+l, имеющий степень п + 1, Он является не-

четным относительно точки е:

р (е t) === р (е + t),
ь

и для Hero Р (х) dx поэтому равен нулю. Ввиду же

а

нечетности Р(Х) и свойства (13) для коэффициентов
B'k, дЛЯ Р(х) будет равна нулю правая часть (11)
и, следовательно, для Р (х) равенство (11) выполняется
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точно. Но так как это равенство является ТОЧНЫМ для

всякоrо мноrочлена степени п, то оно будет точныы для

любых мноrочленов степени п + 1.
Можно проверить, что (11) не может быть точным

для мноrочленов степени n + 2. Поэтому n + 1 является

степенью точности формулы (11).

3. Простейшие формулы Ньютона Котеса

и применение их к повышению точности

интеrрирования путем разделения отрезка на части

Для повышения точности интеrрирования отрезок

[а, Ь] часто делят на несколько частей, зате:-.! применяют

избранную квадратурную формулу к каждой отдельной
части и результаты складывают. Этот метод является

общим, и им можно пользоваться при применении вся.

кой квадратурной фориулы. Он основан на простых со-

ображениях, которые можно пояснить на примере ЛIO 

бой формулы. Для мноrих формул приближенных квад-

ратур поrрешность Rn (!) зависит от величины отрезка

интеrрирования, как будет видно в дальнейшем изло-

жении, по следующему простому закону:

Rn (f) == (Ь a)k С (а, Ь), (l)

[де С (а, Ь) есть медленно измеНЯlOщаяся функция от

а, Ь, и k есть целое положительное число. Такая зави-

симость показывает, что если мы уменьшим отрезок ин-

теrрирования в р раз, то Rn ({) при это:v! уменьшится

приблизительно в pk раз, и если k есть достаточно боль-

шое число, это уменьшение может быть значительным.

Для вычисления интеrрала по всему отрезку [а, bl
разделим ero на р равных частей и вычислим при по-

мощи выбранной формулы интеrралы по всем частич-

ным отрезкам. В каждом случае поrрешность будет

приблизительно в pk раз меньше, чем (1). При сложе-

нии всех таких интеrралов получится результат, по-

rрешность KOToporo будет приблизительно в pk 1 раз

меньше, чем поrрешность (1), коrда формула квадра-

тур применяется для вычисления интеrрала по всему

отрезку [а, Ь]. Если k> 1, произойдет уменьшение по-

rрешности тем большее, чем большее k. Описанный
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способ увеличения точноc;rи применим сейчас к простей-
шим формулам Ньютона Котеса.

1. Формула трапеций. Пусть линейное интерполиро-
вание выполняется по двум значениям f(a) и f(b), IIРИ 
нимаемым функциеЙ f на концах отрезка [а, Ь]. PaBeH 
ство (2.11) в этом случае имеет форму

ь

r ь а

J f(x)dx  [f(a)+f(b)]. (2)
а

Это есть известная формула трапеций. Поrрешность ее,

указываемая в (2.6), ввиду (j) (х) == (х а) (х Ь) и р (х) == 1
есть

ь

R (f) == ; (х а) (х b)f" ( )dx.
а

Если вторая производная f" непрерывна на Са, bJ, то,
так как множитель (х a)(x b)сохраняет знак на [а, Ь],
существует на [а, Ь] такая точка '1'} , для которой

ь

R (f) == f" (1']) i (х а)(х Ь) dx
а

или, после вычисления интеrрала,

R(f)== (b a)3f"(1']) (а 'I'} Ь). (3)

ДJ1Я увеличения точности формулы трапеции (2), раз-

делим [а, Ь] на n равных частей длины h == (Ь а) и
n

рассмотрим частичный ОТРеЗОК [а + kh, а + (k + 1) hJ.
Формула (2) для Hero дает

a+(k+1) h

f (х) dx == [fk + fk+]] + Rk [fk === f (а + kh)J,
a+kh

Rk==  ;f"(rJk), a+kh 'I'}k a+(k+l)h.
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Сумма интеrралов ПО всем частичным отреЗКа:\1 даст

общую квадратурную фОр:VlУЛУ трапеций
ь

r b a

[
1

f
.

f
1

f
'

)J,f(x)dX::==: "20+11+ ... + п I+2пJ+R, (4
а

R::==:Ro+ о.. +Rп l::==:  ;[f"(110)+...+f"(11п 1)]===
. (Ь а)3 1

[f
"

( ) + + f
"

( )]::==:

12пё
.

п 11) о . . Чп l .

Величина и"(110) + о.. + f"(llп l)] есть среднее

арифметическое, составленное ИЗ п значений второй

производной f", и оно лежит ['де-то между этими зна-

чениями. Вторую производную f" мы предполаrаем He 

прерывной на (а, Ь] функцией, и она ПрИНи:\1ает все про-

межуточные значения. Существует поэтому такая точка

S, что

R::==:""':' (b п )3f"(s) (a<s<b).

2. Формула парабол. Пусть п::==: 2 и интерполирова 

ние f выполняется по трем ее значениям в точках а,

с::==: 1/2 (а + Ь) и ,Ь. Интерполирующий мноrочлен имеет,

вообще rоворя, вторую степень, и ero rрафиком яв 

ляется парабола. Формула (2) здесь имеет вид

ь

f (х) dx Ь;
а

[f (а) + 4! (с) + f (Ь)] (5)
а

и называется формулой парабол или формулой Симп 

сона.

Она точна для всякоrо мноrочлена второй степени

и так как она, очевидно, является точной для f(x) ===

=== (х с) 3
ввиду Toro, что в этом случае левая и пра

вая части в (5) обращаются в нуль, то она точна для

всяких мноrочленов третьей степени.

Для нахождения поrрешности формулы (5) paCCMOT 
рим мноrочлен Рз(х) третьей степени, удовлетворяющиЙ
условиям

Рз(а)===f(а), Рз(с)===f(с), Рз(с) === f' (с), Рз(Ь)::==:f(Ь).
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Он интерполирует f(x) по значениям в двух OДHOKpaT 
ных узлах а и Ь и по значениям [( е), [' (е) в двойном
узле е:

[ (х) === Рз (х) + r (х).

Для Рз (х) равенство (5) является точным, и поэтому

ь ь ь

f (х) dx === Рз (х) dx + r (х) dx ===

а а а

ь

===

ь

--;;
а

[Рз(а) + 4Рз (с) + Рз(Ь)] + r(x) dx==
а

ь

b a
f r=== [f (а) + 4f (е) + (Ь)] + J r(x) dx.

а

Поrрешность фор МУ.'1Ьl парабол имеет, следователь-
но, значение

ь

R. (f) == r (х) dx.
а

в rл. 1, 5 для некоторых случаев пОлучены пред 
ставления остаточноrо члена r(x) интеРполирования
с кратными узлами. В частности, из (1.5.4), если счи 
тать, что f имеет на [а, Ь] непрерывную производнуlO
четвертоrо ПОрЯДКа, следует для r(x) равенство

1
r (х) ==

41 (х а) (х е)2 (х b)f(4) (S) (а х, G  b).

Поэтому
ь

R. (f) == 214 (х а) (х е)2 (х Ь) f14) (s) dx. (6)
а

Так как Множитель (x a)(x e)2(x b)не изме-
няет знак на отрезке [а, Ь] и f(4) есть непрерывная функ-
ция при а x. Ь, на [а, Ь] существует точка fJ такая.
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что
ь

R (f) === 2 f(4)(ч) (х а) (х с)2 (х Ь) dx ====

а

1

(
Ь а

)
5

====
90 f(4) (ч). (7)

Получим теперь общую формулу парабол. Разде-
ЛИМ [а, Ь] на четное ЧИСJ10 n равных частей длины

h === J. (Ь а) и возьмем сдвоенный частичный отрезок
n

[а + (k 1) h, а + (k + 1) h]. ФОРМУ.'Iа парабол, Приме 
ненная к нему, будет следующей;

a+(k+1) k

f (х) dx ==== [fk 1+ 4fk + fk+1] + Rk
a+(k l)k

[fk ==== f (а +kh)].

Если такие равенства составить для отрезков [а, а + 2h],
[а + 2h, а + 4h], ... и их сложить, получим общую фор 
мулу парабол
ь

f (х) dx ====

ь

-;
а

и0+ fn + 2 (f2 + f4 + ... + fn 2)+
а

+4(fl+fз+... +fn I)]+R(f), (8)

R(f)==== 910 h5 [f(4)(Чl)+f(4)(чз)+ ...+f(4)(Чn I)]'

Ввиду непрерывности f(4) на [а, Ь] существует точка

такая, что

[f(4) (Ч1) + ... + f(4) (Чn l)]==== f(4) ( ).

Для R т, следовательно, верно равенство

R (f) ==== (bl; 15f(4) (Ю (а Ь). (9)

3. Формула <<трех восьмых». При n ==== 3 для построе-
ния формулы Ньютона Котеса (2.11) интерполирова-

1
.ние f выполняется по зна.чениям ее в точках а, а + '3 Н,
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2
а + 3 Н, Ь (Н === Ь а). Форму"ы будет следующей:
ь

 f(X)dX H[f(a)+ f(a+ )+
а

+ f(а+ 2 Ч)+ f(Ь)]. (10)

Ее часто называют «формулой трех восьмых». Степень
точности формулы равна Tpe !.

lvl0ЖНО показать, проделав рассуждения HeMHoro
более сложные, чем в случае формулы Симпсона, что

поrрешность формулы (10) МОЖет быть, если f(4) есть

непрерывная и мало меняющаяся на [а, Ь] функция, пред-
ставлена в виде

K*т  (b6-:;8 )5 f(4) (ч), а ч Ь. (11)

Остановимся еще на применении форму.1Ы трех
восьмых к построению формул приближенноrо интеrри-
рования при большом числе равноотстоящих узлов.

Пусть п есть число, кратное трем. Разделим [а, Ь] на

п Равных частей длины h === (Ь а). Возьмем строен-п

ный отрезок [а + kh, а + (k + 3)h] и к интеrрированию
по нему применим правило (1 О) :

а+(k+З) h

f( х) dx ===  h{f (а + kh) + 3! [а + (k + 1) h] +
a+kh

+ 3! [а + (k + 2) h] + f [а +(k+3) h]} + Rk+1 т,

R (f)
(311)5

f (4) ( )Н1 6480 ЧНI'

Если такие равенства записать для всех строенных
отрезков [а, а + 3h], [а + 3h, а + 6h], ... и сложить их

почленно, построим общую формулу трех восьмых:

ь

f (х) dx === 3; [(f0+ fn) + 2 (fз + f6 + ... + flL '3)+
а

+3(fI+f2+f4+f5+'" +fn 2+fn I)]+R(f),(12)
[fk == f (а + kh)].
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Поrрешность R и) имеет С.'lедующее значение:

R (f) === Rl (f) + R2 (f) + ... + Rп/з (f)

,....
(Зh)5

[f (4) ( ) + + f(4) ( )]"" --б48О '111 . . . 'I1
n/3 .

(Ь ;п )5. * и(4) ('111) + ... + f(4) ('I1 n/з)].

'Множитель и(4) ('111) + ... + f(4) ('I1nI3)] есть среднее

арифметическое, составленное из п/3 значений четвертой

производной, и так как f(4) считается непрерывной функ 
цией, то на [а, Ь] существует точка такая, что этот

множитель равен f Ш. Для поrрешности R (f) оконча 

тельно получится выражение

(Ь а)5
R(f)  80п4 f( ), a   b.(13)

Представляет интерес сравнение формул парабол
и «трех восьмых» по точности. Коrда число отрезков

кратно 6, для ВЫЧИС.'lения интеrрала MorYT быть взяты

обе эти формулы. Они Ю1.еют одинаковую степень точ 

ности, и вопрос О выборе одной из них здесь решается

возможной поrрешностью результата. Сравнение по-

rрешностей (9) и (13) этих формул rоворит о том, что

при применении «правила трех восьмых» можно ожи-

дать поrрешности, большей приблизительно в два раза

по сравнению с формулой парабол. Это заставляет OT 

дать предпочтение формуле (8) и применять правило

трех восьмых ,ТIИШЬ как контрольное. Но необходимо

отметить, что последнее правило имеет самостоятельное

значение, так оно может быть применено в случае He 

четноrо 'числа УЗ.'lОВ, KpaTHoro трем, тоrда как формула
парабол здесь неприменима.

4. Квадратурные формулы наивысшей

алrебраической степени точности

1. Некоторые общие понятия и теоремы. Как и выше,

будеМ рассматривать квадратурную фОрМУJIУ вида

ь n

р (хН (х) qx I Akf (Xk). (1)
а k l
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Весовую' функцию предположим такой, чтобы интеrра,lJыlь

р (х) х
т
dx были абсолютно СХодящимися при т ===

а

== О, 1, 2, ..., и, кроме Toro, будем считать вес р (х) не

равным тождественно нулю:

ь

I р (х) I dx > О.
а

Формула (1) имеет 2п параметров А" и Xh, И можно

ожидать, что при помощи выбора их можно сделать

равенство точным для всяких алrебраических мноrочле 
нов степени 2п 1 или, что равносильно, чтобы оно
было точным для степеней х от нулевой до 2п 1:

ь n

 p(x)xтdx==LAkxr (т===о, 1, .,., 2п I).
а k 1

Выясним сначала условия, при которых равенство
(1) будет точным для всех мноrочленов степени 2п 1.

Т е о р е м а 1. Для ТОеО чтобbl формула (1) бblла точ-

ной для всех МНОеочленов степени 2п 1, необходимо
и достаточно вblполнение условий:

1) форжула (1) должна бblТЬ интерполяционной,
т. е. ее коэффициеНТbl А" дОЛЖНbl иметь значения, ука-
заННblе в (2.2);

2) УЗЛbl Х" фОрМУЛbl (1) дОЛЖНbl бblТЬ такими, чтобbl
МНОеочлен (j) (х) == (х XI) (х Х2) . . . (х хn ) бblЛ ор-
ТОеонален с весом р (х) ко всякому МНОеочленУ. Q (х)
степени .меньше п:

ь

р (х) (j) (х) Q (х) dx === О.
а

(2)

д о к а з а т е л ь с т в о, Убедимся в необходимости
условий. Если равенство (1) является точным для вся-

Koro мноrочлена степени 2п 1, то оно точно и для

мноrочленов Степени п 1, а тоrда по теореме 1 2

формула должна быть интер[IOЛЯЦИОННОЙ, и первое yc 
ловие' должно выполняться.
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Предположим теперь, что Q (х) есть любоЙ MHoro 

член степени п 1.Произведение ю(х)Q(х)===f(х) яв 

ляется мноrочленоМ степени 2п 1, и для Hero ( 1)
должно выполняться точно. Но f (Xk) === ro (Xk) Q (Xk) === о

ввиду ro(Xk) == О, и правая часть (1) обращается в нуль,

что приводит к"...(2).
Проверим достаточность условий. Возьмем произ 

вольный мноrочлен f (х) степени 2п 1. Разделим ero

на ro (х) по обычным правилам и представим f в форме

f(x)===ro(x)Q(x)+r(x), rдe Q и r есть мноrочлены CTe 

пеней не выше п 1. Так как ro (Xk) == о, то, очевидно,

f(Xk.) === r(xk) (k === 1, 2, ..., п);
ь ь ь

р (х) f (х) dx === р (х) ro (х) Q (х) dx + р (х) r (х) dx.

а а а

Первый из интеrралов, стоящих в равенстве справа, pa 

вен нулю по второму условию. Степень r(x) не выше

п 1, и для Hero формула (1) должна выполняться

точно по первому условию:

ь n

р (х) r (х) dx === I Akr (Xk),
а k 1

а так как r (Xk) === f (Xk)' то точным ЯВ,ТIЯется равенство
ь n

р (х) f (х) dx === I Akf (Xk)
а k 1

и формула (1) для f действительно выполняется точно.

Выясним вопрос о существовании мноrочлена ro (х),

удовлетворяющеrо условию ортоrональности (2). Сей 
час удобнее рассматривать не корни Xk мноrочлена

ro (х), а ero разложение по степеням х и коэффициенты
разложения

ro (х) === х
n + a1xn 1+ a2xn 2+ ... + аn . (3)

Т е о р е м а 2. Пусть весовая функция р (х) не изме 

няет ЗНаК на. отреЗКе [а, Ь] и является неотрицательной.
То<!-да при всяком п существует и при этом eдиHCTвeH 

ный мно<!-очлен ro (х) вида (3), орто<!-ональный по весу

р (х) ко всякому мно<!-очлену степени меньшей п.
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д о к а з а т е л ь с Т во. Ортоrональность к .'Iюбому
мноrочлену степени меньшеЙ п раВНОСШJьна ортоrональ-
Насти к 1, Х, х2

, ..., xn l.Условия же ортоrональности
к этим степеням дадут следующую систему линеЙных
уравнеt!НЙ для нахождения коэффициентов а1, ..., а n :

ь

 p(x)[xn+alxn l+... +an]xidx==O (4)
а

(i == О, 1, ..., п 1).

Чтобы убедиться в существовании и единственности

у нее решения, достаточно проверить, что однородная
система

ь

зр(х)[аlхп j+... +an]xidx===O (i==O, 1, ..., п l)
а

имеет только нулевое решение. Если выписать эти урав-
нения для i == О, 1, .,.,

п 1, умножить их последова-
тельно на ап , aп l, ,.., а} и результаты сложить, полу-
чится равенство

ь

р (х) [alxn 1+ ... + ап]2 dx == О.
а

Если бы мноrочлен alxn 1+ ... + ап был отличен
от нуля, он обращался бы в нуль не больше чем в п 1
точках. Но тоrда полученное равенство Не моrло бы вы-

ь

полняться, так как р(х);; О и ) р (х) dx > О. Поэтому
а

мноrочлен тождественно равен Нулю, равны нулю все
ero коэффициенты, и у однородноЙ системы существует
только нулевое решение.

Узлы Xk квадратурной формулы предполаrаются ле-
жащими на отрезке интеrрирования [а, Ь], и нам OCTa 

лось проверить, будут ли корни мноrочлена о) (х), наЙ-
денноrо по условиям ортоrональносrи (4), принадле-
жать этому отрезку.

т е о р е м а 3. Пусть весовая функция знаК6постоян-
на на [а, Ь] и мносочлен о) (х) ортосонален на [а, Ь] с ве-

сом р (х) ко всякому мносочлену Q (х) степени не выше
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n......с 1. ТОсда корни м,ноzочлена ro (х) все лежат внутри

(а, Ь] и различны м,ежду собой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть мноrочлен ю (х) имеет

Bcero m различных корней, лежащих внутри (а, Ь] и

имеющиХ нечетную кратность. Назовем ЭтИ корни

 1, ...,  т,Достаточно показать, что m == n. Так как

ю(х) может иметь не более n различных корней, из ра-

венства m == n будет следовать, что все корни  i(i =='

== 1,..., т) однократные, и никаких друrих корней

у (J) (х) нет.

Предположим, что m < n, и рассмотрим мноrочлен

р (х) == (х Ы (х  m)-

Ero степень m меньше n, и по свойству ортоrональ-
ности должно быть

ь

р (х) ю (х) р (х) dx == О. (5)
а

с друrой стороны, ro и р имеют внутри (а, Ь] одинаковые

точки перемены знака, произведение юр не изменяет

знака внутри [а, Ь] и, кроме Toro, оно обращается в нуль

лишь в конечном числе точек. Поэтому интеrрал (5) не

может быть равен нулю, так как р (х) также сохраняет
ь

.

знак на (а, Ь] и р (х) dx =1= О.

а

Из теорем 2 и 3 вытекает,. что при условии сохране-<

нияна [а, Ь] знака весовой функцией р (х), квадратур"

ная формула вида (1), точная для всех мноrочленов

СН, пени 2n 1, может быть построена при любых

n == 1, 2, ...,
и такая формула является единственной.

Покажем также, что при том же условии сохранения

знака весовой функцией р (х) число 2п 1 является

наивысшей алrебраической степенью точности фор..

мулы (1),
Теорема 4. Если вес р(х) сохраняет знак на [а,Ь],

;0 ни при каких А,. и Xk равенство (1) не м,ожет быть

точным, для всех м,ноzочленов степени 2п.

Доказательство. По узлам xk построим ы(х)==
== (х XI) _., (x хn) И рассмотрим мноrочлен f (х) == ю

2(х).
Он положителен всюду на (а, Ь], кроме точек xk- Инте.
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ь

rрал р (х) f (х) dx не может быть равен нулю, так как
а

ь

произведение pf сохраняет знак на [а, Ь] и р (х) dx * О.
а

Правая же часть (1) равна I:IУЛЮ ввиду f (Xk) === О
(k=== 1,2, ..., п). Поэтому равенство в (1) для f==(J)2
не может быть точным.

2. О положительности квадратурных коэффициентов.
Знаки коэффициентов устанавливаются на основании

следующей теоремы.
Теорема 5. Если р(х)?О [ХЕ[а,Ь]] и KвaдpaTYP 

ная формула (1) имеет наивысшую алеебраическую
степень точности 2п 1, то все ее коэффици€:fllЫ Ak
положительны.

Формулированная теорема является простым след-
ствием Приводимой ниже простой леммы.
Лемма 1. Если р(х)?О [ХЕ[а,Ь]] и равенство (1)

является точным для следующих мноеочленов степени
2п 2:

fi(X)===[ xro X;J
2

и===1, 2, ..., п),

то все квадратурные коэффициенты Ak равенства пo 
ложительны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как в узлах Xk MHoro-
члены fi (х) принимают значения

{
[(J)' (хё>]2, k == i,

fi (Xk) ===

О, k * i,

то равенство (1) для fi(X) приводит К результату
ь n

О < р(х) fi (х) dx == I Akfi (Xk) === Аl [(J)' (Xi )]2.
а k 1

Отсюда следует положительность A i .

3. Поrрешность квадратуры наивысшей степени точ 
ности. Будет получена лишь простейшая теорема о пред-
ставлении поrрешности квадратуры наивысшей степени
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точности, предполаrающая достаточно высокий поря-

док дифференцируемости {. ;

Т е о р е м а 6. Пусть весовая функция сохраняет знак

на [а, Ь] и f имеет на [а, Ь] непрерывную производную

порядка 2п. Tozaa на [а, Ь] существует такая точка  ,
что для поzрешности

ь n

R (f) == р (х) f (х) dx I Akf (Xk)
а k 1

квадратуры наивысшей алzебраической степени точно-

сти верно представление
ь

R (f) == (2 )I f(2n) (5) р (х) ф2 (х) dx. (6)
а

Доказательство. Пусть Н(х) есть мнorочлен

степени 211 1, интерполирующий {(х) по условиям

Н (Xk) == f (Xk), Н' (Xk) == {' (Xk) (k == 1, ..., п).

Это есть интерполирование с двукратными узлами.

В 5 rл. 1 было рассмотрено интерполирование с уз-

лами любоЙ -кратности. В нашей задаче, если предполо-

жить, что f имеет на [а, Ь] непрерывную производную

порядка 2п, остаточный член такой интерполяции может

быть записан в виде

1
r (х) ==

(2п)!
ф2 (х) {(2n) ('YJ),

rде 'YJ есть некоторая точка отрезка, содержащеrо х и Xk

(k == 1,..., п). Преобразуем искомый интеrрал
ь

р(х) f (x)dx ==

а

ь ь

== p(x)H(x)dx+ (2 )! р(х) (f)2(x)f(2n)('YJ) dx. (7)

а а

Так как квадратурная формула верна для всяких мно-

rочленов степени 2п 1и H(Xk)==f(Xk), то

Ь n n

р (х) Н (х) dx == I AkH (Xk) == I Akf (Xk)'
а k 1 k 1
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Следовательно, поrрешность приближенноrо интеrриро.
вания имеет значение

ь

R(f)== (2 )! ) р(х)ю2(хН(2п)(11)dx.
а

Отсюда при помощи обычных рассуждений, Которые не-
сколько раз проделывались в предыдущем изложении,
Можно прийти к заключению о том, что существует
точка G Е [а, Ь], дЛЯ которой верно равенство (6).

4. Замечание о связи с ортоrональной системой MHoro 
членов. [озорят, что ПОС.1едовательность мноrочленов

РО (х), Р1 (х), ..., Рп (х), ,.. [Рп (х) == апх
п

+ aп lxп 1+ . . .

. .. + ао, ап =1= О] образует ортоrона.lIЬНУЮ систему по

весу р (х) на (а, Ь], если

ь

р (х) Рт (х) Рп (х) dx == О,' т =1= п. (8)
а

Мноrочлен Рп (х) называют нормированным, коrда
ь

p(x)P (x)dx== 1, ап > О.
а

Если все мноrочлены ортоrонаJ1ЬНОЙ системы нормиро.
ваны, то систему сокращенно называют ортонормиро.
ванной.

В условии ортоrональности (8), ввиду равноправно.
сти цндексов т и п, достаточно требовать ero выполне.
ния для т < п. С друrой стороны, так как всякий мно.

rочлен Q (х) степени не выше п 1 может быть раз.
ложен по мноrочленам Рт(х) (т==O,I,...,п I),yc 
ловие ортоrональности (8) равносильно требованию,
чтобы каждый мноrочлен Рп (х) системы был opToroHa 
лен к любым мноrочленам степени т < п.

Возвратимся к квадратурным формулам наивыс-
шей степени точности. Такая формула может быть

построена для каждоrо п == 1, 2, '" Коrда п фиксиро-
вано, ей будут отвечать свой мноrочлен Юп И свои квад-

ратурные узлы х;: (k == 1, ..
., п)

roп (х) == (х хl) . .. (х x ).
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ПО теореме 1 он должен быть ортоrонален КО всяки',!

мноrочленам Q (х) степени т < п, СJlедовательно, он MO 

жет отличаться от Рn (х) только числеННЬЕVI множите-

лем, который, очевиДНО, должен быть равен коэффици-

енту при старшей степени Рn (х):
Рn (х) === аn())n (х) (п === 1, 2, ...).

Поэтому узлы Xk квадратурной фОр:\lУЛЫ должны быть

корнями Рn (х).

5. Квадратурные формулы, отвечающие

простейшим весовым функциям

Здесь будут рассмотрены квадратурные формулы
наивысшей алrебраической степени точности, отвечаю-

щие классическим весам:, постоянному весу р (х) == 1,

весу Якоби р(х) == (b x)a;(x a)13[а<х<Ь], весам

Лаrерра р (х) == xa;e X (О < х < (0) и Эрмита р (х) ===

== e x2 ( oo< Х < (0). Эти весовые фУНКllИИ позво-

ляют заранее учитывать наиболее часто встречающиеся

в приложениях особенности у интеrрируемых функций

F путем представления их в виде произведения F (х) ==

== р(хН(х).
Постоянная весовая функция выбирается в том слу-

чае, коrда F (х) не имеет особенностей и является до-

статОЧНО Fладкой как внутри отрезка [а, Ь], так и на

ero концах. Функция Якоби позволяет учитывать сте-

пенные особенности E(x)==(b x)a(x a)I3T(x)на кон-

цах а и Ь отрезка интеrрирования или на ОДНОМ из ero

концов при достаточной rладкости F внутри отрезка.

Вес Лаrерра учитывает степенную особенность в точке

х == О и связан со скоростью убывания F (х) == xaf (х)

при х........ 00. Наконец, вес Эрмита связан со скоростью

убывания F (х) === e x2f(х) при стремлении х к +00 и

 ooв случае интеrрирования по всей числовой оси.

1. Постоянная весовая функция. Отрезок интеrриро-
вания [а, Ь] предполаrается конечным. Линейным преоб-

разованием ap'rYMeHTa ero можно перевести в [ 1,1].

Инптрал берется в форме
I

 f(x)dx, (1)
 1
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при этом f предполаrается достаточно rладкой функ-
цией всюду на [ 1,1], включая ero концы.

Известно, что ортоrональную на [ 1,1] систему мно..

rочленов с постоянным весом образуют мноrочлены .тIe.

жандра

Р ( )
1 dn

( 2 1 )
n (2п)! n

n Х ===

2nп! dxn
х ==

2n (п!)2
х (2)

Они нормированы не на единицу, так как

1

Р; (х) dx ===

2п 1
.

 I

(3)

в формуле квадратур с n узлами
I n

f (х) dx I Akf (Xk),
 1 k 1

(4)

имеющей наивысшую степень точности 2n 1 и впер..,
вые полученной rayccoM, узлы Xk должны быть кор..,
нями мноrочлена Лежандра степени n:

Рn (Xk) === о (k === 1, . .
., n).

Коэффициенты Ak MorYT быть вычислены при помощи

равенства (2.2), но для них существует более простое
выражение через мноrочлен Лежандра, которое мы при..
ведем без вывода:

2 (1 Х%)
Ak ===

ry 2 .

п Pn 1(xk)

Соответствующий формуле (3) мнorочлен (u (х) отли-

чается от Рп (х) постоянным множителем, равным об-

ратной величине старшеrо коэффициента в Рп (х):
2n (п!)2

(U (х) ===

(2п)/ Рn (х).

Если воспользоваться этим равенством и (3), то

можно на основании (4.6) сказать, что в случае суще 
ствования у f непрерывной на [ 1,1] производной по-
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рядка 2п поrрешность R(f) формулы (4) представима
в виде

22n+l [ (nl)2 ]
2

R (f) == (2n + 1) (2n)! (2 )! f(2n) (6) ( 1 5 1). (5)

Подробные таблицы Ak и Xk можно найти в книrах [::}
и [4].

/J

2. Интеrралы вида (b x)a(x a) t(x)dx. Линейным

а

1 1
преобразованием х ==

2" (а + Ь) + 2" (Ь а) t, 1 t 1,

отрезок интеrрирования [а, Ь] приводится к канониче 

скому отрезку [ 1,1], и достаточно рассмотреть ИНТе 

rрал вида

I

(1 41. (1 + x)f.> f (х) dx
 I

(а, >  1).

Ортоrональными на [ 1,1] с весом р (х) == (1 х)а (1 + x)i3
являются мнorочлены Якоби

p a,/3) (х) ==

== (;  n(1 x) a(1 + x) /3::n [(1 х)а+n (1 + х)/3+ n] ==

r(a+ +2u+l) n
==

2nu!r (а + + п + 1)
х (6)

в квадратурной формуле наивысшей степени точ 

ности

I n

(1 х)а (1 + x)f.> f (х) dx I Akf (Xk) (7)
 1 k 1

узлы располаrаются в КОРНЯХ мноrочлена Якоби CTe 

пени п:

p '/3) (Xk) == о, k == 1, 2, ..
.,

п.
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Коэффициенты Ak MorYT быть найдены по общей фор.
муле (2,2), но для них известно более удобное для вычи.

слений выражение через мноrочлен Якоби p '13) (х):

Ak
'

2
а+ 13 + 1 r(a+n+l)r( +n+1)

(8)n!r(a + + п + 1) (1 х%) [p a.(3)' (xk)J2
.

Соответствующий формуле (7) мноrочлен ffi (х) связан
с p a,(3) (х) равенством

( )
2 l1n!r (а + + п + I)

Р
(а, 13)

( )ffi Х
r (а + + 2п + 1) 11 Х .

Известно, что для мноrочлена Якоби иМеет место
соотношение

1

(1 х)а (1 + х)13 [p '13) (х)]2 dx ==

 I

?a+13+ J
r(a+n+ I)r( +n+1)

(а + t> + 2п + 1) r" (а + + 2п + 1)
·

Два Последних равенства позволяют Вычислить для
формулы (7) интеrрал, который входит в общее пред-
ставление (4.6) поrрешности приБЛИЖ,енной квадратурынаивысшей степени точности. После простых вычисле-
ний получим

R (п ==

t(211) (s)
(2п)!

2a + 13 + 2n+l
r (a +п + I)r ( +п+ l)r(a + +п + 1)

(а + + 2п + 1) r
2 (а + + 2п + 1)

 1 G 1. (9)
Равенство (7) содержит ДВа ПРОИЗвольных параметра
а и и Является, по сути дела, записью семейства KBaд 
ратурных формул. Придавая а и 13 численные значения,
'будем из (7) получать частные формулы, учитывающие
те или иные особенности поведения интеrрируемой
функции в точках х == + 1. Например, формула faycca(4), рассчитанная на интеrрирование функций,' не
имеющих особенностей на {а, Ь], получается из (7) при
а == == О. Остановимся на частном СЛУЧае, коrда
а. == j3 == и р (х) == (1 x2) \
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Мноrочлен Якоби p  o,5; O,5)(х) только ПОСТОЯННЬElI MHO 

жителем отличается от мноrочлена Чебышева перnоrо

рода:

p  o,5; O,5)(х) ==: СТп (х) ==: С С05 (п arcc05 х),

Узлы хп должны быть нулями мноrочлена Тп (х)
И имеют значения

Xk ==: С05
2k 1

2п
л (k ==: 1, ..., п)..

Коэффициенты Ak можно найти с помощью равенства

(8), и они оказываются следующими:

Р (п+ ; )
Ak ==:

u!r (2п) С
2
п

2 .

Правая часть равенства не зависит от k, и все коэф-

фициенты оказываются одинаковыми. Общую величину

их назовем А. Ее наиболее просто можно найти, если

вспомнить, что квадратурная формула должна быть

точной для функции f == 1:
.

n
1

'" Ak ==: пА ==:
r
-Y ==: Л,J 1 х2

k 1  1

A .

п

Поэтому квадратурная формула наивысшей степени

точности, отвечающая весовой функции Р (х) ==: (1

 X2) I/2,имеет вид

1 n

r dx ==:
\-, f (С05

2k 1
Л) + R(f), (10)

J -v 1 х2 п
L. 2п

 1 k 1

R (f) ==: 22n 7(2п)! '(2n)( ) ( 1:::;:;;  :::;:;; 1). (11)

В связи с этой формулой П. Л. Чебышев рассмотрел
вопрос о построении квадратурных формул с равными

коэффициентами для произвольной весовой фУНКllИИ

р (х). Некоторые результаты, подученные в этом на-

правлении, будут даны в одном из следующих пара-

rрафов.
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00

3. Интеrралы вида xae Xf(x)dx. Ортоrональную
о

систему на полуоси [о, 00) с весом р (х) == xae X(а > 1)
образуют мноrочлены Чебышева Лаrерра.

L\a) (х) == ( 1)nx aeX:х: (xa+ne X)==

==xn п(п1t
a)
xn 1+...

В формуле приближенноrо интеrрирования наивыс.
шей степени точности

00
n

xae X!(х) dx == I Akf (Xk) + R (п (12)
о k l

за узлы xk должны быть взяты корни мноrочлена LY:'):

LY:')(Xk) ==0 (k == 1, ..., п).

Для ВЫЧИСления коэффициентов Аи здесь также из-
вестна более простая, чем (2.2), формула

r(п+I)r(a+п+I) xkr(п)r(a+п)Ak
==

Xk[L a)'(Xk)]2 п(a+п)[LY:' I(Xk)]2.
укажем еще представление поrрешности R и). Для

этоrо воспользуемся ее обшим выражением (6). Для фор-
мулы (12) мноrочлены (j) (х) и L a)(х) совпадают, так каЕ:
старшие коэффициенты у них равны единице. Корни Xk
у них одинаковые. Кроме Toro, р(х) == xae X.Поэтому

00 00

р (х) ф2 (х) dx == xae X[LY:') (х)]2 dx.
О о

Численное значение последнеrо интеrрала находится
леrко, и в теории мноrочленов Лаrерра известно, что
оно равно n!r (а + п + 1). Поэтому, если f имеет непре-

рывную производную порядка 2п на [о, 00), то дЛЯ R(f)
верно равенство

R(f)== пlr( 2 ) +I)f(2n)(s) (O s<oo). (13)
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""

4. Интеrралы вида e x'f(х) dx. На всей числовой

 ""

оси с весОМ р (х) == e x2ортоrональными являются MHoro.

члены Чебышева Эрмита

1)
n х' dn  x2 n n

Нn (х) == ( е
dx

n е 2 х

в формуле приближенноrо интеrрирования

"" n

e x2!(х) dx == I Akf (Xk) + R и), (14)
 "" k 1

имеющей степень точности 2п 1, узлы Xk должны

быть корнями мноrочлена Нп (х) :

Hn(Xk) ==0.

Мноrочлен ro(х) для формулы (14) отличается от

Нп(х) численным множителем 2 п:

ro (Х) == 2 nНn (х).

Как и во всех предыдущих случаях, для вычисления

коэффициентов Ak известно представление более удоб-

ное для вычислений, чем (2.2):

,2n+ 1nl-Vit' 2n l(п I)!-Vп
Ak ==

,?
==

2
.

Нn (xk)
пНn 1(xk )

Для нахождения выражения поrрешности R (f) в фор-

муле (14) воспользуемся вновь равенством (4.6) и, кроме

Toro, известным в теории мноrочленов Нn (х) соотноше-

""

нием е Х2Н (х)dх==2nn!-V:rt. Тоrда
 ""

ь 00

р (Х) ro
2
(Х) dx == 2 2n е X'H (х) dx == п!;;п

а
 "" (15)

R (f) ac=r ;,; (in ! f(2n) Ш, 00 < s < 00.

9 в, Н., Крылов и др., т. 1
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Для формул '(12) И (14) таблицы значений узлов
х" и коэффициентов А" можно наЙти в книrах [3]
и [4].

6. Формулы численноrо интеrрирования,
содержащие заранее предписанные узлы

с такими формулами приходится встречаться, на-
пример, в следующих задачах. Рассмотрим для диффе-
ренциальноrо уравнения rраничную или даже MHorOTO-

чечную задачу с заданными значениями функции в не-

скольких точках рассматриваемоrо отрезка числовой
оси. Такие задачи во мноrих случаях MorYT быть CBe 

дены к решению интеrральных уравнений. к: последним
же для приведения их к системе численных уравнений
может быть применен метод квадратур, состоящий
в том, что интеrралы, входящие в уравнение, вычис-
ляются посредством какой-либо из квадратурных фор-
мул. Но тоrда при построении квадратурной фс>рмулы
естественно воспользоваться теми точками, в которых
известны значения функции, приняв эти тоЧки за узлы

формулы и взяв еще несколько узлов, выбором которых
можно распоряжаться для увеличения точности.

1. Содержание задачи и общие теоремы. Будет рас-
сматриваться квадратурная формула

ь n т

р (x)f (х) dx I Аа! (ха) + I BJ (ai)' (1)
а k 1 i 1

которая содержит т фиксированных узлов ai (i ==
== 1, . . .

, т), в нее входят также 2п + т произвольных
параметров А", х" (k== 1,...,п) и Bi и== 1,...,т).Их можно надеяться выбрать так, чтобы формула (1)
была точной для любых мноrочленов степени меньшей

2п+т.
Известно (см. 2, теорему 1), что при всяких х" и ai

равенство (1) можно сделать точным для всех MHoro-
членов степени п + т 1 при помощи выбора А" и B i ;
для этоrо необходимо сделать формулу (1) интерполя-
Ционной. Для (1) это означает, что ее коэффициенты
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ДО.ТIжны иметь СJIедующие значения:

ь

r .

ro (Х) Q (Х)
Ak ==

j Р (х)
(х X

k) ro' (xk) Q (xk )
dx,

а

k == 1, ..., п,

(2)
ь

r (
ro (Х) Q (Х)

Bi
==

j Р х)
(х a

i ) ro (a i ) Q' (a i )
dx,

а

<о (х) == (х Х1) .. . (х хп), Q (х) == (х а1) .. . (х ат).

Теорема 1. Чтобы формула (1) была точной для

мно<?-очленов степени 2п + т 1, необходимо и дOCTa 

точно выполнение условий:
1) формула является интерполяционной, т. е. ее KO 

эффициенты Ak и Bi имеют значения (2);
2) узлы Xk (k == 1,.." п) таковы, что соответствую 

. щий им мно<?-очлен (i) (х) орто<?-онален с весом Р (х) Q (х)
на [а, Ь] ко всякому мно<?-очлену Q (х) степени MeHЬ 

шей п:

i == 1, ..., т,

ь

р (х) Q (х) ro (х) Q (х) dx == О.

а

(3)

ДJIЯ проверки справеДJIИВОСТИ утверждений теоремы

достаточно повторить с несущественными изменения 

ми с заменой веса р (х) на вес р (х) Q (х) и квадратур-

ной суммы (4.1) на сумму (1) доказатеJIЬСТВО Teo 

ремы 1 5.

Рассмотренная теорема 1 требует существования
мноrОЧJIена (i) (х), оБJ1адающеrо свойством opTOrOHaJIb-
ности (3). Кроме Toro, по существу задачи корни ffi (х)
ДОJIЖНЫ все принаДJIежать отрезку [а, Ь].

Как видно из доказатеJIьства теоремы 2 4, наJIИ 

чие обоих фактов можно rарантировать в СJIучае, коrда

весовая функция (в нашей задаче это есть р (х) Q (х» :

сохраняет знак на отрезке [а, Ь]. ПОСJIеднее же может

произойти в том И только в том СJIучае, коrда точки пе-

ремены знака р (х), JIежащие внутри [а, Ь], совпадают

с такими же точками Q (х), т. е, с фиксированными
,УЗJIами ai (i == 1,..., т).

НаиБОJIЬШИЙ интерес в ПРИJIожениях имеет СJIучай,
коrДа р (х) О И, сдедоватедьно, внутри [а, Ь] весовая

9*
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ФУНКЦИЯ перемен знака не имеет. Поэтому особое зна 
чение имеют случаи, коrда фиксированными узлами яв 

ляются концы отрезка, оба ИJ1И один ИЗ них.

Предположим теперь, что мноrочлен о} (х) суще 
ствует, И формула (1), имеющая степень точности 2п +
+ т 1, может быть построена. Рассмотрим поrреш 
ность этой формулы И получим для нее представление,
рассчитанное на ФУНКЦИИ BbIcOKoro ПОрЯДкаrладкости.

Построим интерполирование ФУНКЦИИ f при помощи
мноrочлена Н (х) степени 2п + т 1 по следующим
условиям:

Н (Xk) === f (Xk), н' (Xk) === f' (Xk), k 1, ..
., п,

H(ai)тz=;f(ai)' i=== 1, ..., т.

Это есть интерполирование с п двукратными узлами Хп
и т простыми узлами ai.

Если функция f имеет на отрезке [а, Ь], rде распола 
rаются х, Хп, ai, непрерывную производную ПОрЯДКа
2п + т, остаточный член интерполирования r(x) имеет

следующее представление (см. rл. 1, 5, п. 1):
2 n'2n+т) ( )

r (х) === о} (х) Q (х) (2п + т)! (а Ь).

Так как f (х) === Н (х) + r (х), то для поrрешности Rт 
ввиду R (Н) === О, будет верно равенство R (f) === R (Н) +
+ R (r) === R (r) и, следовательно,

ь n т

R (f) === R (r) == р (х) r (x)dx L Akr (Xk) L Bir (ai),
а k 1 i 1

ИЛИ, по причине r (Xk) === о и r (ai) === О,
ь

R (f) === р (х) r (х) dx ===

а

ь

==
1 ("

Р (х) Q (х) 0}2 (х) f('2n+т) (Ю dx. (4)(2п + т)! J
а

Формула (4) для R (f) позволяет ответить на вопрос
о степени алrебраической точности формулы (1) в наи 

более важиом случае.
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т е ор е м а 2. Если узлы х'" и ai формулы (1) Ta 

ковы, что
ь

рQф
2 dx =1= о,

а

(5)

то формула (1) не может быть точной для мноеочленов

степени 2п + т.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оно очевидным образом ВЫ-

текает из (5), так как если f есть мноrочлен степени

2п + т, то для f производная f(2п+т) есть величина по-

 тоянная,и
ь

,(2n+т) r
R (f) ===

(2п + т)1 J рQ
ф

2 dx =1= о.

а

Поэто уВ (1) левая и правая части не MorYT совпадать.

2. Частные случаи. Будем считать весовую функцию
постоянной: р(х) == 1, и рассмотрим формулы с одним

и двумя узлами, ,;'Iежащими на концах отрезка интеrри.

рования, на обоих или одном. Отрезок интеrрирования

предположим приведенным к [ 1,1] и начнем с рас-

смотрения формулы с одним фиксированным узлом
в точке  1:

1 n

f (х) dx === Af ( 1)+ .L: Akf (Xk) + R т. (6)
 I k 1

Здесь Q (х) === х + 1. Весовая функция р (х) Q (х), уча-
ствующая в условии ортоrональности (3), равна'
1 . (х + 1) z:= х + 1; она положительна внутри отрезка

I 1, 1], и поэтому мноrочлен (о (х) существует и един-

ствен при всяких n === 1, 2, ... Он должен быть орто-
rональныМ на [ 1,1] с весом х + 1 ко всем MHoro-

членам степени меньше n. Такой мноrочлен может отли-

чаться от мноrочлена Якоби p '1) (х) только численным

множителем, и так как коэффициент в p '1) при старшей
r (2п + 2)

степени равен 2nnlr (п + 2)
. то

(х)
 nn!r(п + 2) p(q. 1)

( )(о
r (2п + 2) n х .

 .--
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Ввиду TOrO, что в рассматриваемом случае т === 1, наи 
высшая степень точности формулы (6) равна 2п. Для
ее Достижения узлы Xk должны совпадать с корнями
мноrочлена P '1) (х), коэффициенты же вычислены по

формулам (2), которые в нашем случае принимают вид
I

А
1 r

(1 + )
ф (х)

dk==
l+xk J

Х

(Х Хk)Ф'(Хk)
Х

1

А == [p ,l)( 1)] 1) p '1) (х) dx.
 I

(k == 1, ..., п),

Оба интеrрала просто ВЫЧисляются при помощи извест-
ных свойств мноrочленов Якоби, и в результате полу 
чаются следующие зНачения коэффициентов:

Ak
==

(I+Xk)(I X;)[P .I)'(Xk)]2' (7)

2
А ==

(п + 1)2
.

Поrрешность R (f) формулы (6) можно найти с по-
мощью ее общеrо выражения (4):

I

R (f) ==

(2п 1)/ (1 + х) ro
2 (х) f(2n+1) (6) dx.

 1

Множитель (1 + Х)ro
2 (х), СТОЯЩИЙ под знаком Инте-

rрала, сохраняет знак на отрезке интеrрирования. Коrда
f(2n+1)(X) есть непрерывная функция на [ 1.1], то на
этом отрезке существует такая точка '11, что будет верно
следующее представление поrрешности:

I

p(2n+l) (1)) rR (f) ==

(2п + 1)/ J (1 + х) ro
2 (х) dx ==

 I

I '

==
{(2n+1) (1) [

2nп/ (п + 1)1 ]
2

r
(1 + х) [р(О, 1) (х)]2 dIC ==(2п + 1)1 (2п + 1)1 J n .

 1

  .. [2nп! (п + 1)1 ]
2 {(2n+1) (1)

( I:;;;;;'I1:;;;;;I).2п + 1 (2п + 1)1 (2п + 1)1 (8)
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Перейдем теперь к формуле с двумя фиксирован-
ными узлами в точках  1и +1

I n

f (х) dx === Af ( 1)+ I Akf (Xk) + вf (1) + R. (f). (9)
 I k 1

В этом случае Q (х) === х
2 1. Весовая функция р (х) Q (х)

в условиях ортоrональности равна 1 (х
2 1) === х

2 1 и

сохраняет знак на [ 1,+ 1]; (J) (х) может отличаться

от мноrочлена Якоби p '1) (х) постоянным, множителем:

( ) ===

2nn!r (п + 3)
Р

(I, 1)
( )(J) х

r (2п + 3)
n х .

Чтобы достичь наивысшей степени точности, равной
2п + 1 для формулы (9), необходимо в качестве узлов xk

взять корни мноrочлена Якоби p '1) (х), И коэффициенты
А, В, Ak вычислить по их представлениям (2). Вычисле-

ния дадут для них следующие значения:

А  8
п+l 1

A B 
2

k
п + 2 (1 x )[p .I)'(Xk)]2

1

(п + l)(n + 2)'

Поrрешность формулы (9) при этом равна

8 (п + 1) [
2nпl (п + 2)1 ]

2 ,(2n+2) (1')
R. (f) ==

(n + 2) (2п + 3) (2п + 2)1 (2п + 2)1

( 1 fJ l).

7. Квадратурные формулы
с равными коэффициентами

1. Построение формулы. Формулы квадратур соди"

наковыми коэффициентами

ь . 

р (х) f (х) dx :::::: Сп I f (Xk)
а k 1

(1)
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особенно удобны при работе С чертежами, коrда орди 
наты леrко снимаются с чертежа и столь же просто

суммируются.
Формула (1) содержит n + 1 параметров Сп, х"

(k== l,...,n), и их естественно выбрать так, чтобы ра-
венство (1) выполнялось точно для всех мноrочленов
степени *) n или, что равносильно, ВЫПОЛНЯЛОсь точно

для степеней х от нулевой до n:

ь п

р (x)xi dx == Сп I x ,
а k 1

i==O,I,...,n. (2)

к принятому ранее предположению об абсолютной
интеrрируемости на '[а, Ь] произведений р(х)хт (т ==

== О, 1,...) мы сделаем еще одно предположение о весе

р (х), естественное в рассматриваемой задаче. Будем
считать, что выполняется условие

ь

10 === р (х) dx =1= О.
а

(3)

Если окажется, что 10 == О, и ес.'IИ, кроме Toro, пред-
положить, что равенство (1) выполняется точно в слу-
чае, коrда f(x) == 1, т. е. что верно равенство

ь

р (х) dx === nСт
а

(4)

то должно быть Сп == О, И формула (1) тоrда теряет
всякое значение,

Выясним возможность решения Системы (2) относи.
тельно Сп И Xi. При i == О получится равенство (4),
и из Hero найдем

ь

Сп ==+ p(x)dx.
а

(5)

*) Формулы квадратур вида (1), обладающие этим свойством,
называют формулами Чебышева.
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ЛолаrаR ПQслеДОВ<J.телыщ i == 1, 2, ..., n, получим

систему уравнений для нахождения Xi

8n
== X + х; +

ь }
+ х

n
== c ! рх dx == C \tJ'

а

Ь

+
2

C lr
2
d C

 I
х
n
==

n 1
рх х ==

n ""2'

r
I

(6)

81 == Х
1 + Х

2 +

82 == x + x +

. .......... .

ь

+ х: == C I рх
n
dx == C I""n.

а

Рассмотрим мноrочлен Ц) (х), для KOToporo Xi являются

корнями:

Ц) (х) == (х XI) . . . (х хn) ==

== х
n + alxn 1+ a2xn 2+ ... + аn. (7)

Уравнения (6) дают численные значения сумм степеней

корней от 51 до 5n. В алrебре мноrочленов известны со-

отношения между коэффициентами мноrочлена al, ...

. . ., аn и суммами степеней корней

81 + а1 т О,

52 + al51 + 2а2 == О,

8з + а152 + а251 + Заз === О, (8)

. . . . . . . . . . . . . . . . .

5n + al5n 1+ a25n 2+ ... + пап == о.

Значения 5i (i == 1, ..., n) известны, с их помощью

мы можем, и при этом единственным образом, найти ко-

эффициенты а! мноrочлена. После этоrо, решая ypaB 

нение Ц) (х) == О, найдем узлы Х! квадратурной формулы
,( 1). Но необходимо заметить, что корни мноrочлена

(i) (х) MorYT оказаться комплексными или выходить за

rраницы [а, Ь].
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Все изложенное ПОЗ80ляет формулировать приводи-
мую ниже теорему.

Теорема 1, Если

ь

p(x)dx::l= О, квадратурная
а

формула вида (1) с действительными или комплексными

узлами Xk, точная для любых алzебраических МНОСО-

членов степени n, может быть построена, и при ЭТО.А-t

единственным образом, при всяких n == 1, 2, ...

Отметим, что если среди узлов Xi есть комплексные,
то квадратурная формула (1) может быть полезной
лишь для интеrрирования функций f, аналитических
в области, содержащей внутри себя отрезок [а, Ь] и все

узлы Xi. Поэтому для формул Чебышева особое значе-
ние имеет случай, коrда все узлы в этой формуле яв-

ляются действительными и лежат на [а, Ь].

2. Случай постоянной весовой функции. Положим
р(х) == 1 и отрезок интеrрирования приведенным к

[ 1,1]. Тоrда
1 п

f(x)dx CnLf(Xk)'
 1 k 1

(9)

Коэффициент сп определится при помощи равен-
ства (8):

1

1 2
сп == dx== .

п п

 I

I

Так как Xi dx == [1 ( I)i+I]/(i+ 1), уравнения (6)
 1

дадут для сумм степеней узлов xi значения

I

81 == х dx == О,
 1

I

n r 2 d
n

82 ==""2 J х х =="3' ...,

 1

п 1
[ n+ 1

]8 == 1 ( 1 ) .
п 2 п+l
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Поэтому система уравнений для коэффициентов ak MHoro-

членаю (х) имеет вид

a1 0,
n

3 + 2а2 === О,

аз === О,
n n

""5 + ""3 а2 + 4а4 === О,

а5 == О,
ппп

7+ ""5 а2 + 3 а4 + 6а6 == О

. . . . . . . . . . .

При п == 1 ю (х) == х, Х1 == О, С1
== 2, поэтому

1

 .f (х) dx 2f (О).
 1

Это есть формула прямоуrольника с высотой, равной
ординате в середине отрезка интеrрирования.

1 1 1
Для п == 2 ю (х) == х

2 +  ,ХI ==

. / 
, Х2

==

. / ,.

3 ",3 ",3

С3
=== 1, откуда

'

1

f (х) dx f ( -Jз ) + f ( 3).
 I

Эта формула совпадает с формулой [аусса для двух

узлов,

Приведем еще таблицу узлов формулы Чебышева
для значений п от п === 1 до п === 9 с пятью значащими

цифрами:
п === 1,

ХI ==0;

п ==2,

Х2:=:=: Хl ===  0,57735;

п ==3,

ХЗ== Х1==0,70711,

Х2 === о;

п== 4,

Х4 == Х1 == 0,79465,

Х3 === Х2 === 0,18759;

п === 5,

Х5 === Х1 == 0,83250,
Х4 == Х2 == 0,37454,

хз === о;
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п == 6,

Х6 === ХI == 0,86625,

Х5 == Х2
== 0,42252,

Х4 == Хз
== 0,26664;

п ==7,
Х7

== Х1 == 0,88386,
Х6

== Х2
== 0,52966,

Х5 == Хз
== 0,32391,

Х4 == о;

п ==9,

Х9 == Х1
== 0,91159,

Ха == Х2
== 0,60102,

Х7
== ХЗ

== 0,52876,
Хб

== Х4 == 0,16791,
Х5

== О.

При п == 8 среди узлов Xk существуют два комплексных,
и при всяких п;;;:: 10 среди Xk также существуют KOM 
плексные.

8. Задача увеличения точности

квадратурных формул; формула Эйлера
1. О содержании задачи. Пусть рассматривается Ka 

кой либоинтеrрал, и необходимо вычислить ero значе-
ние с предписанноЙ точностью. Обычно бывает, что мно-
rие из формул приближенных квадратур, о которых
rоворилось выше, позволяют вычислить иНтеrрал со
сколь уrодно высокой точностью, если взять в них до-
статочно большое число п узлов. Но определить, какое
именно п следует взять для ПОлучения нужной точно-

сти, часто бывает очень трудно. Значение п указывают,
как правило, используя имеющийся вычислительный
опыт, сравнивая заданный интеrрал с друrими, более
простыми и уже вычисленными, прикидывая заранее
приблизительную величину поrрешности и т. д. При та-
ком способе выбора n обычно не бывает полной убеж-
денности в том, что полученный результат имеет нуж-
ную точность. При этом возникает необходимость про-
верки результата и увеличения ero точности, если она

оказывается недостаточной.
Чтобы увеличить точность выбранной формулы,

нужно выяснить какое дополнительное слаrаемое сле-
дует прибавить к квадратурной сумме, чтобы получен-
ная после этоrо новая квадратурная формула была ба..
лее точной, чем взятая первоначально.
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ДобавляемыЙ новыЙ член форму.rrы должен быть

rлавнои ча тыопоrрешностиR{f) выбранноЙ формулы
и, кроме Toro, удовлетворять некоторым дополнитель 

ным условиям,  редикоторых обязательно должно при 

сутствовать требование ero возможной простоты И эф 
фективной вычислимости.

Пусть новый член формулы найден. Может OKa 

заться, ЧТ9 добавление ero к квадратурной сумме не ис 

правит результат до принятой точности, И одноrо шаrа

улучшения правила окажется недостаточно. Тоrда мы

вынуждены будем найти поrрешность новой KBaдpaTYP 
ноЙ формулы, выделить из нее в свою очередь rлавную

часть и т. д.

Число шаrов уточнения может быть своим в каждой

задаче, и в общем случае ставится проблема о разло 
жении поrрешности R ([) на сумму любоrо числа «rлав 

ных частей» возрастающих порядков малости.

Такое разложение можно сделать для каждой KBaд 

ратурной формулы, но вид последовательных rлавных

частей будет своим для всякой формулы.
Ниже идея построения таких разложений будет по 

яснена на примере самой простой квадратурной фор 

мулы формулы трапеций *). Это приведет нас к фор-
муле Эйлера Маклорена, давно известной и часто

применяемой.

2. Формула Эйлера Маклорена. Возьмем элемен 

тарную формулу трапеций

ь

 f(x)dx==b a[f(a)+f(b)]+R(f) (1)
а

и для получения ее поrрешности R (п в нужном нам

виде, удобном для выделения из R ([) простейшей rлав-

ной части, воспользуемся формулой Тейлора для f,

*) Для ознакомления с друrими формулами, позволяющими

;увеличивать точность квадратурных формул, можно воспользоваться

книrои [3].
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оrраничившись в неЙ только линеЙными членами и оста-
точным членом:

х

f (х) == f (а) + (х а) f' (а) + ) f" (t) (х t) dt ==

а

ь

== L (х) + ) f" (t) Е (х ') (х ') dt == L (х) + r (х).
а

Линейная часть по формуле трапеций (1) будет проин-
теrрирована точно, и поrрешность R и) интеrрирования
f поэтому совпадает с поrрешностью интеrрирования
остаточноrо члена ,(х):

ь

r b a
R (r) ==

J
r (х) dx [, (а) + r (Ь)],

а

ь ь ь

) r (х) dx == ) dx) '" (t) Е (х ') (х ') dt ==

а а а

Ь Ь

== ) dtf" (t) ) Е (х ') (х ') dx ==

а а

Ь Ь Ь

== ) dtf" и) ) (х ') dx == ) f" и)
(Ь

-;
t)2

dt,
а t а

Ь

r (а) == О, r (Ь) == ) '" (t) (Ь ') df.
а

Поэтому

ь

R (f) == ) '" (t) [
(Ь t)2 Ь;

а

(Ь ')] dt ==

а

ь

== ; f" (t)(b ')(! а) df,
а
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или, если привести [а, Ь] к каноническому отрезку [0,1],
положив t == а + (Ь а) u (О:;;:;;; u :;;:;;; 1), то

1

R(f)== (b a)3 f"[a+(b a)u]u(l u)du.(2)
о

Рассмотрим отдельно интеrрал и постараемся Bыдe 

лить из Hero последовательность rлавных частей воз 

растающих порядков малости. Для упрощения записи

введем обозначения

f"[a+u(b a)]==<p(u) и и(l и)===Ko(и).

Я:дро интеrрала Ко(и) есть плавно и мадо изменяю 

щаяся функция на [О, 1], близкая к нулю только в Ma 

лых окрестностях точек u === О и u === 1. Рассмотрим
среднее значение Ко(и) на отрезке интеrрирования

1 1

СО == КО (и) du === u (1 и) du === .

u о

Все значения Ко(и) (О:;;:;;; и:;;:;;; 1) будут KaK TO коле 

баться около Со. ПОЭТО:\1У дЛЯ выделения rлавной части

интеrрала ядро Ко естественно разложить на две сле 

дующих части:

КО (и) === СО + [КО(и) со],
1 1 1

<р (и) КО (и) du === СО <р (и) du <р (и) [со Ко (и)] du.
о о о

Первый из интеrралов, стоящих справа, вычисляется

просто:

1 1

<р (и) du === f" [а + (Ь а) и] du ==

ь а [f' (Ь) f' (а)].
о о

Во втором интеrрале выполним интеrрирование по час-

тям, введя функцию
и

KI(u) === [Co Ko(t)]dt=== [и3 и
2
+ ; и]

о

,
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и приняв во внимание, что КI (О) === КI (1) == О, q/ (и) ==
=== (Ь а) f'" [а + (Ь а) и]. Тоrда .

1 1 1

ер (и) [СО Ко (и)] du == I ер (и) КI (и) ер' (и) К1 (и) du ===

о о о

1

===  (Ь а) f'" [а + (Ь а) и] К1 (и) du.
о

к вновь полученному интеrралу, содержащему f"',
MorYT быть применены те же преобразования, с заменой

f на (Ь aHт[a+(Ь a)и]==ep'(и)и КО на К1 :

1 1

С 1
=== К 1 (и) du === [t3 : (2 + t]dt ===0,

о о

и

К2 (и) == { ; (t3 : (2 + ; t)] dt === 1 (и4 2uЗ+ и
2
),

о

1

(Ь а) f'" [а + (Ь а) и] [С 1 К1 (и)] du ==

о
1

=== (Ь а)2 flV [а + (Ь а) и] К2 (и) du.
о

Подстановка полученных результатов в (2) приве 
дет к следующему правилу выделения из R (f) rлавной
части:

R (f) ===
(Ь а)2

[f' (Ь) f' (а)]
1

(Ь а)5 r
2 J f1V [а + (Ь а) и] К2 (и) du.

о

к интеrралу, стоящему справа, в свою очередь
можно применить сходные рассуждения и выделить из

Hero rлавную часть, ПОJIучающуюся при замене ядра
К2(и) ero средним значением, и т. д. После ,,+l ша 

rOB таких выделений будет получено нужное для наших
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целейразложение поrрешности R (f) простейшей фор-
мулы трапеции:

R(f)== (b 2a)2[f'(b) f'(a)]+
+ (Ь а)!

[ f'" (Ь) fm (а)] ... + P2\1+2(f)::::::
720

\1
2k

== I (\;k ) 82k {f(2k 1: (Ь) f(2k i)(а)] + Р2у+2 ({), (3)
k l

P2v+2 (f) ::::::

1

== ( 2: ; ;3f(2H2) [а + (Ь а) и] [82\1+2 (и) 82\1+2] du.

о

в этой записи под 8п понимаются числа Бернулли, ко-

торые MorYT быть определены равенством *)
00

 ==Вn
t
n

, Itl < 2п,
e
t 1 п!

n o

и 8п (х) мноrочлены Бернулли, определяемые разло-
жением по степеням t следующей производящей функ-
ции:

00

e
xt ==Вn(х) t

n

, I t 1 < 2п.
e

t
1 п!

n o

о полученном разложении (3) необходимо сказать,
что слаrаемые правой части будут расположены по воз-

растанию порЯдков их малости, если длина Ь а от-

резка интеrрирования будет малой величиной. Этоrо
оказываетсЯ достаточно для нашей цели 

Перейдем 'теперь к общей формуле трапеций. Раз 
делим отрезок интеrрирования [а, Ь] на п равных частей

1
длины h== (b a)точками a+kh (k== 1,...,п 1).п

К интеrралу по частичному отрезку [а + ph, а + (р+ 1) h]

*) в n И В" (х) можно найти, например, в книrе [2].

10 в. И. Крыло" и др., т. 1
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применим формулу трапеций (1) с остаточным членом

R т, взятым в форме (3):

a+( +l)hf (х) dx ===

a+ph
v

h h2k
==

"2 [fр + fP+J ц (2k)!
B
2k [f  11) f k 1)] + PfV+2 (п,

k 1

'tР === f (а + ph), f k l)=== f(2k l)(а + ph),
]

h
2v+ 1 r

PfV+2 (f) ===

(2'\')1 J 1(2v+2) [а + h (р + и)] [B2v (и) B2v] du.
о

r
Если сложить такие равенства по всем частичным

отрезкам (р === О, 1,..., п 1), то при этом слаrаемые
В сумме L, отвечающие точкам деления, лежащим вну-
три [а, Ь], сократятся, и останутся только члены суммы,
соответствующие концам а и Ь отрезка.

После сложения получится формула Эйлера Мак-
лорена
ь

v

f (х) dx== Тn I ( : IB2k [f(2k l)(b) f(2k 1) (a)]+p2V+2 т=::::
а k 1

=== Тn  ;и' (Ь) l' (а)] + 7 40и'" (Ь) 1'" (а)]

зо

h

;40 [1(5) (Ь) 1(5) (а)] + 12;;600 и(7) (Ь) 1(7) (а)]
h JO

47900 160 [1(9) (Ь) f(9) (а)] + ... + P2v+2 (1), (4)

rДе

Tn ===h[}I(a)+I(a+h)+I(a+2h)+ н. + 1 (Ь)] ,

1
n 1

h
2v+3 r

P2v+2 (f) ==

(2" + 2)1 J [B2v(U) B2V]Ц 1(2v+2) (а + ph+ uh) du.
о P o

Коrда п неоrраниченно возрастает и, следовательно,
h стремится к нулю, для каждоrо фиксированноrо v

I

\
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члены в правой частИ (4) будут расположены по воз-

растающим порядкам их малости. При этом остаточный

член формулы Р2у+2 а), имеющий смысл поrрешности

в формуле (4), является малой величиной порядка не

ниже h2v+2
.

3. Разностные видоизменения формулы Эйлера

Маклорена. Формула (4) для ПРllменения требует вы-

Чllсления значений производных от функции f на концах

отрезка, что не вснда удобно. Известны видоизменения

этой формулы, позволяющие уточнять формулу трапе-

ций только при помощи значений функции f, и не тре-

бующие вычисления производных от f. Все такие видо-

изменения получаются при помощи замены в (4) про 

изводных ff, f
lft

, f(5), ... приближенными выражениями
их через значения f в точках а + kh и Ь + kh (k == + 1,
+2, . . .). Такая замена может быть сделана мноrИМll

способами в зависимости от выбора узлов и способа

интерполирования производных. Наиболее часто исполь-

зуется видоизменение, принадлежащее fреrори, коrда

используются узлы, не выходящие за rраницу отрезка

[а, Ь]. ДЛЯ вычисления значений производных в точке а

интеРПО.1ируем f по ее значениям в точках а + kh (k ==.

,== О, 1, . . .):

f(x)==f(a+th)==fo+1r mo +
i

(t;-l) ! .2fQ+... +r(x),

fk == f (а + kh).

Если от обеих частей равенства вычислить производ-

иые по t II положить затем t == О, х == а, получим *)

hff(a)==Mo ; A2fo+ ; A3fo A4fo+ ; A5fo ...+rf(a),

hЗf"'(а)==А3fо iА4fо+ A5fo ... +r"'(a),

h5f(5) (а) == A5fо ... + (5) (а),

............

*) См. rл. 1, 6, п. 2,
.

10*
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Аналоrично для нахождения значений производных
в точке х == Ь, интерполируем f по значениям в точках
Ь + kh == а + nh + kh (k == О, 1, .. .) :

f (х) == f (Ь + th) ==

==fn+*Mn l+t(t2i
l )
L12fn 2+'" +р(х).

После вычисления производных по t при t == О, х == Ь
отсюда найдем

hf' (Ь) == Мn 1+ L12fn 2+ L13fn 3+ 1 L14fn 4+

+ L15fn 5+ ... + р'(Ь),

h3f/ll (Ь) == L13fn 3+ ; L14fn 4+ L151n 5+ '" + р(3) (Ь),
h5f(5)(b) ==L15In 5+... + р(5) (Ь),
. . . . . . . . .

Подстановка Полученных отсюда значений производных
в (4) приведет к формуле [реrори
a+nh

r h h

J 1 (x)dx == Тn 12 (Mn 1 Mo) 24(L12fn 2+ L12/0)
а

 ; (L13In з L13fo)  6 (L14In 4+ L14/0)

6 6::0(L15fn 5 L15/0) 2 7 :2(L161n 6+ L16fo)

...  Ckh[L1kln k+( l)kL1klo]+RI(f),(5)
1

( I)k rCk
==

(k + 1)1 J
х (х 1) .. . (х k) dx.

о

9. Некоторые теоремы о сходимости

квадратурных процессов

Напомним, что сходимость или расходимость KBaд 
paTYPHoro процесса зависит от следующих факторов:
1) от последовательности квадратурных формул или,
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что раl3НQСUЛЫ:IO, от бесконечных треУI'ОЛЬНЫХ матриц.

Х, А узлов x и коэффициентов A этих формул (1.4)
и (1,5); 2) от класса F интеrрируемых функций {.

в проблеме сходимости необходимо выяснить, как

должны быть между собой связаны Х, А и F, чтобы по..

rрешность
ь n

Rn (f) == р (х) f (х) dx I A f(Xk) (1)
а k 1

стремилась к нулю при п:---+ 00 для всякой функции f
из ,F. Ниже будут приведены некоторые теоремы О cxo 

димости. Для доказательства части их потребовалось
бы большое число стр аниц, и такие теоремы даны без

доказательств, только в формулировках с некоторыми
пояснениями их.

1. О сходимости общеrо квадратурноrо процесса.

Будем считать отрезок интеrрирования [а, Ь] конечным,

и возьмем множество С [а, Ь] функций f, непрерывных
на [а, Ь]. Рассмотрим квадратурный процесс

ь n

р (х) f (х) dx == I Аи (Xk) + Rn (f) == Q (f) + Rn (f). (2)
а k 1

т е о р е м а 1. Для тою чтобы квадратурный процесс

(2) сходился для всякой функции f, непрерывной на

[а, Ь], необходимо и достаточно выполнение условий:
1) квадратурный процесс сходится для любосо ал 

еебраическосо мносочлена;

2) существует число .м такое, что при всяких п == 1,

2, ... выполняется неравенство

n

Вп
== L I Akl:::;;;M < 00.

k 1

(3)

Эта теорема дает условия сходимости в очень широ 

ком, хотя и не исчерпывающем все потребности прак 

тики, классе функций.
По поводу теоремы 1 MorYT быть высказаны два

следующих пожелания: 1) указать частные случаи тео-

ремы, условия в которых являются более простыми
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н удобными для проверки; 2) выяснить условия сходи 
мости в более узких классах функций, часто встречаю 
щихся в приложениях.

Приведем сначала теорему о сходимости KBaдpaTYP 
Horo процесса с неотрицательными коэффициентами А;;.

т е о р е м а 2. Если квадратурн-ая формула (2) UJ.teeT

при всех п == 1, 2, ... н-еотрицательн-ые коэффициен-ты:
А!:;;;:: О (k == 1, ..

., п; п == 1, 2, . . .), то для сходи_ttо 
сти процесса (2) при любой н-епрерывн-ой фун-кции f
необходима и достаточн-а сходимость процесса для вСЯ 

косо алеебраическоео мн-оеочлен-а.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Высказанная теорема являет 

ся весьма простым следствием теоремы 1, Действи 
тельно, необходимость условия теоремы очевидна, так

Как, если процесс сходится для любой непрерывной
функции, то он должен сходиться для всякоrо MHoro 

,члена ввиду ero непрерывности. Достаточность прове 
ряется почти так же просто. Если процесс сходится для
всякоrо мноrочлена, то он сходится и в случае f == 1,
н, следовательно,

n Ь

Qn (1) == I А!: p(x)dx == J!o (п 00).
k 1 а

С друrой стороны, ввиду А!:;;;:: о будет
n n

Вn == L /Akl== L Ak J!o
k l k 1

(п 00).

Поэтому числа Вп оrраничены в соВокупности: Bп '
,:::::;; м < 00, В условиях теоремы 2 выполняются оба yc 
ловия теоремы 1, и квадратурный процесс (2) будет
сходиться для 'всех непрерывных на [а, Ь] функций f.

Среди классов функций, более узких чем С [а, bJ,
в первую очередь имеют интерес функции, обладающие
непрерывными производными Toro или иноrо порядка.

Возьмем класс Ст[а, Ь] функций f, имеющих на [а, Ь]
непрерывные производные порядка '.

Чтобы сформулировать теорему о сходимости про 
цесса для TaKoro Класса, нам потребуется ввести HeKO 

,торые вспомоrательные функции, характеризующие pac 
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п.ределение узлов X ,значения коэффициентов A и по.

рядок r rладкости функций f.
Предположим, что узлы перенумерованы в порядке

роста:
а <, Х? < X < < X <, Ь.

Построим кусочно постоянную функцию, связанную С

распределением узлов и величинами коэффициентов A :
n

FпО (t) === L A E(t X ),
k 1

a<,t<,b.

Значения, которые принимает FпО на [а, Ь], даются в

следующей таблице *):

] :7
Fno(t) ===

А? + A 

\ . о . о о

t А? + ... + A при X < t <, Ь.

Одновременно с функцией Fпо будем рассматривать
неопределенный интеrрал для нее Fn, r (t) любоrо по.

рядка r с нулевыми начальными значениямн в точке а:

(')
FJ,r(a) ===0 Н===О, 1, ..., r 1)

при a<,t < Х?,

х? < t < X ,

X < t < X , (4)
при

при
. . . . . . .

n

Fn, r (t) === I AkE (t Xk) '* (t XkYо

k 1

Функция Fп, r (t) является, очевидно, непрерывнои

с производными до порядка r 1 включительно на [а, Ь],

производная же от нее порядка r, совпадающая с РпО ,

есть кусочио постояннаяфункция с разрывами в узлах

X (k === 1,0'0' п) и имеет в НИХ скачки соответственно

A (k === 1, ..., п). Она иrрает роль функции влияния

(функции [рина) в рассматриваемой задаче сходи.

мости.

*) ПреДПОJlаrается, что узлы Xk лежат внутри [а, Ь], но МОЖНО

без труда указать, как изменится эта таблица, если один или два

узла будут лежать в точках а и Ь,
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т е о р е м а 3. Для сходимости квадраТУРНО20 пpo 
цесса (2) для всякой Функции " имеющей на [а, Ь] He 
прерывную производную порядка " необходимо и дo 
статочно выполнение условий:

1) процесс (2) сходится всякий раз, косда f есть ал 
еебраический мноеочлен;

2) существует число М < CXJ такое, что при значе 
ниях п == 1, 2, '" выполняется неравенство

Ь

I рn, r l(t) Jdt M. (5)
а

Заметим, что второму условию может быть придана
друrая, по видимому, более наrлядная форма. Если
функция «р(х) имеет на [а, Ь] непрерывную первую про изводную  rp'(х), то Интеrрал по [а, Ь] оТ I rp' (t) I есть не
что иное, как Полная вариация функции rp (х) на [а, Ь]:

Ь

var rp (х)== r I qf (х) I dx.
[а, Ь] J

а

Если принять во внимание соотношение
z:::= Fn,r I(t), то можно сказать, что условие
';IaeT оrраниченность в совокупности полных
на [а,Ь] функций Рn,т(t) (пz:::= 1,2,...):

varFn,r(t) M<CXJ (п==l, 2, ...).[а. Ь]

p ,r(t) ==
(5) Озна 

вариаций

(6)

Сделаем замечание об условиях теоремы 3. Пустьмы переходим от r к r + 1 и, в соответствии с этим, от
класса функций Ст[а, Ь] к классу СТ+I [а, Ь], который,
очевидно, является частью класса Ст[а, Ь]. Произойдет
уменьшение множества функций, для KOToporo должен
сХодиться квадратурный процесс, и условия сходимости
должны замениться на менее оrраничительные.

Первое из условий теоремы 3 не зависит от '. Вто-
рое уСловие возьмем в форме (6). Для ero проверкимы дОлжны рассмотреть функции F

n, t (t), взять их
полные вариации на [а, Ь] и определить, будут ли они

оrраничены в совокупности. При переходе к СТ+ 1 [а, Ь]функция F
n, r (t) должна быть заменена на Fn, '+1 (t),
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которая являетСЯ первообрязной дЛЯ Р." ,. С нудевым
начальным значением в точке t == а, Поэтому

t Ь

Рn, ,+1 (() == Рn " (и) du и var Рn, ,+1
== I Рn " (и) I du.

а
[а, Ь)

а'

Необходимым и достаточным условием сходимости

квадратурноrо процесса для всех функции из С"+1 [а, Ь]
является существование TaKoro числа М 1 < 00, чтобы

при n == 1, 2, ... выполнялось неравенство

Ь

var Рn,,+1
== I Рn,,(и) Idu M1< 00. (7)

(а, Ь]
а

Таким образом, переход от множества СТ К С'+I дЛЯ

BTOpOrO условия теоремы равносилен замене требования
(6) более слабым *) требованием (7).

Остановим еще внимание на случае r == 1 и множе-

стве C1 [а, Ь] непрерывно дифференцируемых функции.
т е о р е м а 4. Чтобы квадратурный процесс (2) cxo 

дился для. всякой функции f, непрерывно дифференци 
руемой на [а, Ь], необходимо и достаточно, чтобы BЫ 

nолнялись условия:

1) квадратурный процесс сходится для всякоео MHO 

еочлена;

2) существует число М < 00 такое, что при n == 1,

2, ,.. выполняется неравенство

, Ai! (x xf) + I Af + А; I (x х;) + ...

... + I Af + ... + A  II(x X  I)+

+ I Af + ... + A I (Ь x ) М < 00. (8)

*) Леrко проверить, что из (6) следует (7). Действительно,

Ь

r I Fn , 1(и) I du== var Fn ,  M,
), [а. Ь]

,

а

Ь Ь

поэтому var Fn '+l r IFn ,(t)ldt 
r Mdt==M(b a)==Ml<CO'

 , 'j') .

а а

t

IFn,,(t)I==  Fn,r l(U)dU
а



Сравним рассматриваемую теорему с теоремой 3 для
случая r == 1. Первые УСловия в них одинаковы, и ос-
тается проверить, что неравенство (5) при r == 1 сов-
падает с (8). Но это Является очевидным, так как таб-
лица (4) значений рnои) позволяет вычислить инте-
rрал, входящиЙ в (5) (r == 1), и дает для Hero следую-
щее значение:

ь

I FпО (t) I dt == I A I (x х?) + I А? + A  I(х; хю + ...

а

... + I А? + ... + A I (Ь x ),
что доказывает совпадение неравенств (5) и (8).

2. О СХОДИМОСТИ интерполяциОнных квадратур.
В таких квадратурных формулах коэффициенты А; вы-
чиСляются по узлам х; при помощи равенств

ь

А; == р (х)
( Ф )(Х ( n)

dx
а '

Х X
k Фп X

k

(i)n (х) == (х х?) ... (х x ),
и матрица А коэффициентов (5) определяется матрицей
Х узлов (4). Поэтому в проблеме сходимости интерпо-
ляционных квадратурных процессов необходимо бывает

рассматривать два объекта матрицу Х узлов и класс
F функции {, и нужно выяснить, как они должны быть

связаны между собой, чтобы процесс сходился.
Рассмотрим сначала 'Простейшие теоремы, дающие

достаточное условие сходимости и часто применяемые
в приложениях. Они основаны на результатах, получен-
ных в теории интерполирования.

т е о р е м а 5. Пусть отрезок [а, Ь] конечный и весо-
вая функция р (х) абсолютно интесрируема на [а, Ь].
Если функция t и таблица узлов Х таковы, что интер-
nоляционный процесс сходится к t равномерно относи-

тельно х на [а, Ь], то интерnоляционный квадратурный
,

процесс

2В2 ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕrРИРОВАНИЕ [rл.V:

(k == 1, .
.., n),

ь n

р (х) t (х) dx == I A;t (х;) + Rn (f)
k l

(9)

cxoдиTC при n 00 к точному значению интеzрала.

а
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Д()ка ат.ельство.Обозвач:им 'п(Х) поrрещность
интерполирования f по значениям в узлах х;: (k== 1, ...

..., п). Поrрещность приближенной квадратуры связана

с 'n (х) равенством
ь

Rn (f) == р (х) rn (х) dx.
а

Так как по условию теоремы 'п (х) равномерно на [а, Ь]

стремится к нулю при п 00, можно перейти к пределу

под знаком интеrрала, что приведет к заключению

Вт Rn (f) == О. Это доказывает теорему,
n+оо

.отметим два частных случая TeopeMЫ 

1) Сходимость квадратурной -формулы
Ньютона Котеса

1
-

n

 p(x)f(x)dX LBkt ( ),
О k O

1

n ( 1)n k(
Bk ==

nk! (n k)! )
О

(10)

t (t 1) ... (t n) dt
t k

.

Соответствующая ей таблица узлов есть

{.: i 1

х=={.....

10 ; ...

t. tI . . . . ..

1

I
} .

J
в rлаве 1 (см. 7, п. 3) rоворилосЬ, что если функция f
является аналитическои и реrулярной в замкнутой об'<

ласти, оrраниченной линией

Rе[zlпz + (1 z) lп(1 z)] == О, (11)

'То интерполяционный процесс сходится к f равномерно
да [О, 1].



284 ЧИСЛЕННОЕ ИН1'ErРИРОВАНИЕ [rл. v

Это позволяет высказать следующую теорему о cxo 
димости квадратурной формулы (10).

Т е о р е м а 6. Пусть f есть аналитическая функция,
реzулярная в замкнутой области, оzраниченной линией
с уравнением (11); ТОсда nосрешность квадратурной
формулы Ньютона  -Котеса (10) стремится к нулю при
неоzраниченном увеличении n,

2) С х о Д и м о с т ь к в а Д р а т у р н о r о про Ц е с с а
с п р е Д е л ь н о й Ф у н к Ц и е й Ч е б ы ш е в а р а с п р e 
деления узлов. В rл. 1, 7, п. 2 rоворилось о том,
что интерполяционный процесс, для KOToporo предель 
ной функцией распределения узлов является функция
Чебышева для отрезка {а, Ь], СХОДится к интерполируе 
мой функции f равномерно на [а, Ь], если f есть анали 

тическая функция всюду на этом отрезке, включая ero

концы. Отсюда следует
Теорема 7, Если матрица (1.4) узлов интерnоля 

ционносо nрОЦесса имеет функцию Чебышева своей пре-
дельной функцией распределения и если функция f яв 
ляется аналитической на [а, Ь], ТОсда интерnоляционный
квадратурный процесс (9) сходится к точному значе 
нию интесрала.

В предыдущем пункте были сформулированы неко-

торые теоремы о сходимости общеrо квадраТУРноrо про 
цесса. Проследим сейчас, как упрощаются эти теоремы
для интерполяционных квадратур. Здесь дело заклю 

чается в том, что первым условием в указанных Teope 
мах было требование сходимости квадратурноrо про 
цесса для всяких мноrочленов. Для интерполяционных
квадратурных процессов это требование может быть
опущено, так как оно всеrда выполняется. В самом

деле, напомним, что IIНтерполяционная квадратурная
формула с n узлами характеризуется тем, что она яв-

ляется точной для всякоrо мноrочлена степени меньше

n. Поэтому, если интеrрируемая функция f есть MHoro 

член некоторой степени т, то при всяких n > т в ин 

терполяционном квадратурном процессе всеrда будет
получаться точное значение Вычисляемоrо интеrрала,
и процесс будет, очевидно, сходящимся.

Так, например, аналоr теоремы 1 для интерполя-
ционных квадратурных процессов будет следующим.
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т е о ре l\la 8. Для сходимости интерnоляционносо

квадратурноео процесса
ь n

р (х) f (х) dx L Аи (Xk),
а k 1

Ь

А;: ==
{'
р (х)

( OO )X),( n)
dx

} Х X
k

(i) X
k

(12) .

при всякой непрерывной на [а, Ь] функции f необходимо
и достаточно существование числа М, для котороео при

п == 1, 2, .,. выполняется неравенство

n

Вn == L I А!: I M< 00.

k 1

Аналоrом теоремы 2 является

т е о р е м а 9. Если в
.

интерполяционном KвaдpaTYP 
ном процессе (12) все коэффициенты А!: HeOTpицa 
тельны, то квадратурный процесс будЕТ сходиться

к точному значению интесрала для всякой непрерывной
на [а, Ь] Фующии f.

Закончим изложение рассмотрением теоремы о cxo 

димости квадратурноЙ формулы наивысшеЙ алrебраи 

ческой степени точности, В 4, п. 2 было показа но, что

если весовая функция р (х) неотрицательна на [а, Ь],
и квадратурное правило имеет наивысшую степень точ 

ности 2п 1, то коэффициенты А;: ero вспда поло..

жительны,

На основании теоремы 9 тоrда может быть вы..

сказана

Теорема 10, Если весовая функция р(х) неотри..

ццтельна на [а, Ь], отрезок [а, Ь] конечный, и квадратур..
ная формула (12) при всяких п и.меет наивысшую сте..

пень точности 2п 1, то квадратурный процесс схо"

дится для всякой функции, непрерывной на [а, Ь].

Дополнительно заметим, что в условиях теоремы 10

верным является более сильный результат: KBaдpaTYP 

НblЙ процесс наивысшей степени точности сходится для

всякой функции, интеrрируемой на [а, Ь] в смысле

Римана,
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10. Вычисление неОпределенноrо интеrрал 

1. Введение. Проблема вычисления неопределенноrо
интеrрала

х

У (х) == Уо + f (t) dt
х,

(1)

будет изучаться в самой простой постановке, коrда
функция f задана на некотором отрезке [Хо, Х] табли 

цей своих значений в узлах сетки точек

Х У на оси aprYMeHTa Х:

хо < ХI < Х2 < ... < Х,Хо

Х1

Уо

У1
и нужно с помощью таб.'lИЧНЫХ значении
f(Xh)==fh (k == О, 1,...) найти значения

функции У(Хп) == Уп в узлах тои же сетки.
Для Простоты оrраничимся случаем

равноотстоящих точек сетки, коrда Хп ==.
1== Хо + kh, rде h есть шаr сетки.

Рассмотрим сначала задачу продолжения уже на-
чатой таблицы, Предположим, что вычисления доведены
до узла Хп И составлена таблица, приведенная в тексте.
Вычислению подлежит Уп+!. Для этоrо можно восполь-
зоваться любыми найденными раньше значениями Уп
(k п) и какими уrодно известными табличными зна-
чениями функции f. Вычислительная формула в доста-
точно общей форме может быть записана следующим
образом:

Хn Уn

Хn+1

k т

Уn+1 == L AiYn i+ h L Bftn f'i O j  m

Множитель h перед второй суммой выделен для Toro,
чтобы коэффициенты Bj, как и Aj , были безразмерными.

Первая из сумм, стоящих справа, может состав-
ляться для п k и требует знания k + 1 начальных
значений Уо, У1, .." Уп, Вторую сумму можно составлять
при п т,

Поэтому равенство можно применять для п == 1,
1+1, ..., rде l==max(k,m), и для применения оно
требует составления начала расчетной таблицы, содер-
жащей Yi и fi (i .--:--- О, 1".,,1)..

(2)
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Формула (2) Qбычно ИСПО,IIьзуется на. MHoro ша.rов

для нахождения мноrих значений функции у(х). Эта
особенность задачи неопределенноrо интеrрирования

ставит перед нами новую проблему, которая имеет, как

будет выяснено в дальнейшем изложении, широкое зна 

чение и важна для мноrих частей математики проб-
лему роста поrрешности при вычислении на большое

число шаrов. Оказывается, что для некоторых ВЫЧИС,IIи..

тельных формул рост поrрешности может быть на..

столько быстрым, что ПОС,IIе даже малоrо числа шаrов

поrрешность становится больше принятой для нее rpa 

ницы. Достаточно убедительным здесь будет простоЙ
приводимый ниже пример.

Предположим, что на отрезке [О, 1] нужно вычислить

в равноотстоящих точках значения интеrрала

"

у (х) == e
t
dt == е" 1.

о
'""

Выполним вычисления при помощи двух формул. CHa 
чала интерполируем у (х) по двум значениям уn И Yn 1

самой функции и ПО двум значениям у: == fn и Y: 1== fп 1
ее производноЙ и найдем значение интерполирующеrо
мноrочлена при х == Хп+1:

Уп+1 == 4уn + 5Yn 1+ h(4fn + 2fn I}' (3)

Формула точна для мноrочленов третьеЙ степени.

ПОJIОЖИМ шаr h == О, 1 и выполним вычисления, счи..

тая известными у(О) == о и у(О, 1)== 0,10517. Найден..
ные значения уn приводятся В таблице.

Х
п I Уп I ПоrрешпосТЬ 11 Х

п I Уп I Поrрешность
0,0 0,00000 0,6 0,81810 +0,00402

0,1 0,10517 0,7 1,03610  0,02235

0,2 0,22139 +0,00001 0,8 1,11602 +0,10952
0;3 0,34988  0,00002 0,9 2,01039  O,55079
0,4 0,49165 +0,00017 1,0 1,03251 +2,75079
0,5 0,6495:)  0,00078
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Как ВИДНО из этой таблицы, поrрешность на каждом
шаrе изменяет знак и по абсолютному значению YBe 
личивается приблизительно В пять раз. Причина этоrо

будет объяснена в дальнейшем изложении, но ужесей 
час становится очевидным, что избранная вычислитель 
ная формула является неудачной, так как при ее приме 
нении поrрешность вычислений возрастает настолько
быстро, что уже через небольшое число шаrов ее зна 
чение превосходит Уп,

Изменим вычислительную формулу, Если в ра-
венстве

Хn+l

у (Xn + l ) у (Хn) + e
t
dt

Хn'

к интеrралу применить формулу трапеций и отбросить
остаточный член, получим

1
Уn+l Уn +?:h (fn + fn+I)' (4)

Она является точной, коrда f есть мноrочлен первой
степени и Y(X) второй, Степень точности ее на еди 

ницу ниже степени точности формулы (3), и можно
было бы предполаrать, что ее применение даст менее
точные результаты, чем (3). В таблице даны резуль 
таты Вычислений.

Х
N I Уn I Поrрешность 11 Х

n I Уn I Поrрешность
0,0 0,00000 0,6 0,82280  O,00068
0,1 0,10526  0,00009 0,7 1,01459 84
0,2 0,22159 19 0,8 1,22656 102
0,3 0,35015 29 0,9 ],46082 122
0,4 0,49223 41 ],0 1,71971 ]43
0,5 0,64926 54

Несколько первых значений (до У4) оказались дей 
ствительно менее точными, чем в случае применения
формулы (3), но все последующие значения имеют бо..
лее высокую точность, чем в предыду ихвЫчислениях. .
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Это объясняется TeM что. поrрешность для формупы
(4) растет значительно медленнее, чем для (3).:

Чтобы выяснить, какие именно величины, связанные

с формулой вычислений, влияют на рост поrрешности,

получим уравнение, которому удовлетворяет эта по-

rрешность.

Если в квадратурную формулу (2) вместо У" под-

ставить точное значение Y(Xk) функции У, то равенство

будет удовлетворяться с некоторой ошибкой, которую
мы обозначим 'п:

k т

У (Хn +l) == L Aiy (xn д+ h L Bjf(xn J)+ rn' (5)
i O i  т

Величину'п называют поzрешностью уравнения (2) для

приближенных значений Уп.

Рассмотрим поrрешность приближенноrо решения
У (хп ) Уп == 8п И получим для нее уравнение. Вычитая

из (5) почленно (2), найдем равенство

k

8n+1
== L Ai8n 1+ 'n' (6)

i O

Это есть линейное конечно разностное уравнение по-

рядка k + 1 относительно 8п.

Напомним, что при применении формулы (2) долж-

ны предварительно находиться начальные значения

Уо, ..., Yl [l == rnах (k, т)]. В соответствии с этим нужно

считать известными начальные значения поrрешностей
80, ..., 81, Все следующие значения 8п (п> [) опреде-

ляются уравнением (6). Как видно из уравнения, сле-

дующее значение поrреШRОСТИ 8п+1 определяется k + 1

предыдущими значениями 8п , 8n l,..., 8n k.

Если l > k, то, отбросив несколько первых началь-

ных значений 80, 81, .,. и изменив нумерацию 8, мы

можем считать, что в (6) индекс п принимает значения

п == k, k + 1, ... Для нахождения поrрешности 8п по-

лучится задача решения линейноrо конечно разностноrо
уравнения порядка k + 1 с начальными значениями

80, ..., 8k.
"

Как сразу же видно, уравнением (6) и начальными

значениями Во,..., 8" поrрешность 8п определяется

единственным образ.ом:. В самом деле, при п == k урав-
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нение даст явное выражение 8Нl через начальные зна 
чения;

k

8Н1 == L Ai8k i+ ',,_
i O

При п == k + 1 уравнение даст выражение 8k+2 через
81, ..., 8k И найденное 8k+i и т. д.

Свойства 8п зависят, очевидно, от следующих ве.
личин: 1) коэффициентов Ai формулы, 2) значений rn

поrрешности формулы, 3) начальных значений 80, ...

..., 8k поrрешности решения. Величины A i и 'п опреде-
ляются самой формулой (2), что же касается началь-
ных значений 80, .." 8k, то их величинами мы имеем
право распоряжаться при подroтовке вычислений.

Выясним, каким условиям должны удовлетворять
все эти величины, чтобы можно было найти значения
неопределенноrо интеrрала (1) с любой, как уrодно
малой, заранее заданной rраницей поrрешности 8k.

Оrраничимся описанием лишь наrлядной стороны
вопроса и не будем находить явное выражение для по-
rрешности 8п И ее оценок, которые потребовали бы зна.
ния теории линейных разностных уравнений,

Ввиду линейности уравнения (2) поrрешность 8п мо.
жет быть разложена на две части: 8

п
== 8 + 8 , первая

из которых 8! зависит только от начальных значений

80, ..., 8k И не зависит от 'п, т. е. отвечает случаю
rп == О. Эта часть должна быть найдена из однорОДНоrо
уравнения

[, k
\ A 1

8
n+ \

r::::::
L..J i8n i'
i O

.

п == k, k + 1, ..., (7)

при заданных начальных значениях 8 ===8!(1===0 
Часть 8 зависит только от поrрешности

мулы и имеет нулевые начальные значения.
JIяется решением следующей задачщ

k

8 ч=== ?: Ai8  i+ 'п' 81 === О
t O

1,. ..
., k).

,п фор..
Она яв 

(i === О, 1, ..., k). (8)

Перед рассмотрением каждой из этих частей отметим,
что число точек сетки Хп == ХО + пh, лежащих иа от..
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рез.ке{х{), Х}, rде разыскивается интеrрал, равно *)
N == ц. Ч. (Х  Xo)!h== O(h I).При h.,..".,O число N не-

оrраниченно возрастает, и нам необходимо изучить по..

ведение !Оп на интервале (0,00).
Начнем с e . Уравнение (7) не зависит от h. От h

зависит только интервал, на котором необходимо нахо-

дить функцию !Оп.

Для решения уравнения воспользуемся известными

в теории конечно разностных уравнений результатами.
Пусть дано линеиное однqродное уравнение порядка k'
с постоянными коэффициентами

аоуnн + aIYn+k 1+ ... + a,k IYn+1+ akYn == О. (9)

Оно имеет k линейно независимых частных решений,
и всякое решение уравнения есть их линейная комби-

нация. Для нахождения этих решений нужно составить

характеристическое уравнение
k k 1

ао'Л, + аl'Л, +. .. + аk l'Л,+ ak == О,

найти ero корни и определить их кратности. Пусть корни

уравнения еСТЬ 11.1, ...,
Лт кратностей соответственно

rl, ...,
rm (rl+ .,. +rm==k). Если "л есть один из этих

корнеЙ и имеет кратность r, то ему отвечают r частнЫХ

решений вида

л
n

, n'Л,n, . . ;, nT \n.

Всем корням 11.1, ..., Лт отвечают частные решения

n  n T1 1 n
"'1, n"'1, ..., n /\,1;

(10) .

л , n'Л, , ..
.) nТт lл .

Число их равно rl + ... +rт == k и они, очевидно, ли..

нейно независимы. Всякое решение Уп уравнения есть

линейная комбинация их.

Для уравнения (7), из KOToporo должна быть най..

дена поrрешность e , характеристическое уравнение бу..

дет следующим:.
k

лk+
1
== L А'Л,k i.

[ o
( 11)

*) Знаком ц. ч. х обозначена .целая часть числа х.
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Если ЛI, ..., Лт есть ero корни кратностей rt, ..., rriJ
(r1 + ... + rm == k), то всякое решение 8 ypaBHe 
 ния (7) представимо в форме комбинации частных ре-
шений вида (10)

т

81 == r л7 (сg + cfп + '" + c;. lпri I) ; (12)п
i I L

здесь с; есть постоянные, значения которых находятся
из начальных условий, Для определения с; получится
линейная система, в которой свободными членами яв-
ляются начальные значения, и с; будут найдены как

линейные функции начальных значений 80, ..., 8,..
Прежде чем получить следствия из представления 8 ,

заметим, что формула вычислений обычно строится так,
чтобы она была точной в том случае, коrДа у(х) есть
мноrочлен некоторой степени, и она заведомо точна,
коrда у (х) есть постоянная веЛИчина у == 1 (у' == f == О).В этом случае формула (2) даст равенство

k

1 == L Ai .

i O

Последнее rоворит о том, что единица всеrда есть корень
характеристическоrо уравнения некоторой кратности, и

среди чисел Лi одно обязательно равно еДИнице.
Определим теперь поведение частных решений ВИДа

(10) при неоrраниченном возрастании п. Возьмем ка.

кой либокорень Лi. Если I Лi I > 1, то частные решения,
ему отвечающие, будут при п 00 возрастать не мед-

.

леннее, чем показательная функция л7. В этом  лучае
среди решений 8 будут существовать быстро возра-
стающие по модулю.

При I Лi 1< 1 частные решения, отвечающие такому
корню, будут стремиться к нулю при п --+ 00.

Наконец, коrда I Лi 1== 1, частные решения вида (1 О),
соответствующие этому корню, будут в случае KpaTHoro
корня возрастать по модулю как степени п, если же ко.

рень )'i является простым, ему отвечает единственное

решение л7, которое будет оrраниченным.
Все изложенные соображения ПОЗВОляют сказать, что

частные решения вида (10) уравнения (7) будут orpa-



10] ВЫЧИСЛЕНИЕ' НЕОПРЕДЕЛЕнноrо ИНТErf>АЛА 293

ничены в том и ТОЛЬКО в том случае, коrдавсе KopHlI:xa 

рактеристическоrо уравнения (11) будут принадлежать
единичному Kpyry 1"'1 1, при этом корни, по модулю

равные единице, т. е. лежащие на окружности единич 

Horo Kpyra, все должны быть однократными.

Так как всякое решение уравнения (7) есть линейная

комбинация -решений вида (10), то то же условие будет

необходимым и достаточным для оrраниченности любоrо

решения 8 этоrо уравнения.

Обратим внимание еще на характер оценки решения

8 в зависимОсти от оценки начальных значений. Поло 

жим Е == тах 1 8i 1. Выше мы обращали внимание

i O,I,...,k

на то, что при определении CJ в представлении (11) по

начальным значениям 80, ..., 8k эти коэффициенты по 

дучатся как линейные однородные функции от 80, ...

. .
., 8k. Поэтому для них верна оценка вида

Ic \<MoE.
Но тоrда, ввиду оrраниченности всех частных решений

(1 О), из представления (11) вытекает оценка для 8 ,
справедливая для п ...:..... О, 1, 2, ...:

1 8\ I  MEn
---=:: , ( 13)

rде М не зависит от начальных значений 80, ..., 8k.

Возвратимся к примеру вычисления неопределенноrо

интеrрала посредством формулы (3). Соответствующее
ему уравнение для 8 будет следующим:

8 +1== 48 + 58  1'

Характеристическое уравнение здесь есть

",2 == 4", + 5.

Оно имеет корни /vl == 1 и 102 ==  5.Наличие корня  5

привело к тому, что часть поrрешности 8 на каждом

шаrе изменяла знак и увеличивалась приблизительно

в пять раз. Это вызвало быстрый рост поrрешности и

сделало формулу (3) неприrодной для вычислений даже

на небольшое число шаrов.
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Перейдем теперь к рассмотрению второй части 8 
поrрешности, происходящей от ошибки вычиСлительной
формулы. Она является решением задачи (8). Изменим
HeMHoro обозначения. Поrрешность формулы раньше
обозначалась 'n, и в этой записи отмечалась зависимость
поrрешности от положения узла на отрезке [хо, Х). Но
она зависит не только от п, но и от величины шаrа h.
Такая зависимость ранее подразумевалась, но в явном

виде не указывалась. Сейчас полезно ее отметить, за 
менив 'n на 'n (h).

Введем оценку поrрешности, положив шах I,n (h) 1==
n

==,(h).
Можно просто видеть, что решение задачи (8) со

всеми значениями свободноrо члена 'n (h) (п == k,
k + 1, ...) может быть разложено на сумму решений
с отдельными значениями 'n (h) следующим путем. Нужно
решить сначала задачу (8), считая в ней значение 'k (h)
заданным, а все остальные значения 'n (h) равными
нулю: 'НI (h) == 'H2(h) ==

... == О. Решение такой за-
дачи назовем 8; k. Затем надо решить (8), полаrая

'k (h) == О, 'Н1 (h) заданным и 'Н2 (h) ==
...

== О.
Решение обозначим 8 k+1 И т. д. После этоrо, очевидно,
будет 8 == 8; k + 8 

НI + ... + 8 N I. НО каждая из

указанных частных задач есть задача с начальными зна 
lJениями (одним значением, ОТличным от нуля). В самом
деле, для 8 k зависимость от п определяется так:

при п k даны начальные значения 85' k. == О, ...

82, k О .

..., k ,

при п == k уравнение (8) даст

k

82, k
== L А 82. k. + r (h) == r (h)'k+1
i O

i n , k k'

при п> k ввиду 'n (h) == О (п> k) уравнение (8) станет

однородным:
k

82, k ==
"

А .82, k.
ft .L t n L'

, o
n==k+l, k+2, ... (14)

Таким обраэом, для 8 'k (п k + 1) получится OДHOpOД 
ное уравнение (14) с начальными значениями 8Т' k

==
...
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. .. ==81' k.::::: O.8 '':1== rk (h). Эта задача IIмеет тот же

характер. что и (7), но со сдвиrом на один узел вправо.

Если все собственные значения Лi принадлежат Kpyry

I л I 1, и значениЯ Лi, лежащие на окружности Kpyra,

являются простыми, то каждое решение задачи является

оrраниченным, и для 8 
k будет верна оценка (13)

18 
k I MI rk(h) I  Mr(h).

Для 8 '
НI

получится аналоrичная однородная задача

со сдвиrом на два узла вправо и с оценкой

18 H11 M['Н1 (h) I  M,(h)
и т. д.

Наконец, для 8; будет верна оценка

18 I
== 18 

k + 8 
НI + ... + 8 N ll м (N k) r (h) <

<MNr(h) M(b a)r h)===М1 ' ). (15)

В приложениях обычно вычислительные схемы (2)

выбираются так, чтобы для поrрешности 'n схемы имела

место оценка

l'n(h)l h8c(h), (16)

rде s > 1 *), с (h) есть оrраниченная функция от h и

с (h) ---+ с =1= О (h ---+ О). ДЛЯ таких схем верно неравенство

18;I M1h8 lc(h). (17)

Из (13) и (15) для 8
п получается оценка

r(h)
18nl ME+Ml'/l"" (18)

из которой очевидным образом вытекает

т е о р е м а 1. Пусть для формулы (2), для функций
у(х) и f(x) и для nодеотовительных вычислений выnол 

няются условия:

1) Е == шах 18; 1---+ О (h ---+ О);
I';;;;i';;;;k

2)
r

 )---+ О (h ---+ О). еде r (h) == шах I rп (h) 1.
n

*) Вычислительные формулы, для которых s 1, принципиаль 

но rоворя, возможны, но в практике счета не применяются,
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Тоеда поерешность Еп вЫчислений будет равномерно OT 
носительно п стремиться к нулю и приближенная Функ 
ция Уп (п == О, ..., N) равномерно на [хо, Х] сходиться
к неопределенному интеералу у(х).

Остановим еще внимание на понятии устойчивости
вычислительнои формулы, которая в дальнейшем, напри 
мер, в теории методов решения дифференциальных урав-
нений, как обыкновенных, так и, в особенности, с част-
ными производными, будет иметь большое значение.
В проблеме неопределенноrо интеrрирования понятие
устойчивости является простым, но на нем полезно оста-
Новиться как на вводном к друrим более сложным слу чаям.

Выше rоворилось о том, что на поrрешность Еп OKa 

зьщают влияние два фактора: ошибки в Вычислении Ha 
чальных значений Уо, ..., Yk И поrрешность rn вычисли-
теЛьноrо правила. В реальных вычислениях есть еще
третий источник поrреШностей ошибки, вызванные
окруrлением чисел. Сейчас этот третий источник мы не
рассматриваем, считая, что вычисления ВЫПОЛНяются
абсолютно точно:

Начнем с части B поrрешности, вызываемой ошиб 
ками начальных значений Уа, ..., Yk. Напомним, что E 
является решением разностноrо уравнения (7), завися 
щеrо только от коэффициентов A i и не зависящеrо от h
и функции f.' Это позволяет формулировать понятие
устойчивости дЛЯ E только С помощью коэффициентов
A i. Определено же это понятие может быть несколькими

способами, но все определения либо должны быть рав-
НОсильны требованию, чтобы при любых начальных зна-
чениях поrрешности Ei (i == О, 1,..., k) величина
8\ при п === О, 1, . .. была оrраниченной или чтобы этоn

.

требование содержалось в друrих как следствие. При-
ведем одно из определений уСтойчивости, аналоr KOTO 

poro встречается в друrих вопросах, например в задаче
численноrо решения уравнений с частными производ 
ными.

Вычислительная формула (2) называется устойчивой
относительно поерешности начальных значений, если

существует число М такое, Что из неравенств I Ei 1-::::: Е
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(i ===0, 1, ..
 ,1) следует

18 I ME(n===о, 1, ...). (19)

Т е о р е м а 2. Для устойчивости вычислительной фор 
мулы (2) относительно поерешности начальных значений

необходимо u достаточно, чтобы корни Лi уравнения
k

'},Н1 ==='2: Аiлk i
i O

корни, имеющие
кратны,ми.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Из yc 

ловия устойчивости (19) следует оrраниченность всех

решений уравнения (7) для 8 . Но это возможно в том

и только в том случае, коrда все частные решения (1 о)
будут оrраниченными, а последнее равносильно условию

теоремы 2.

Д о с т а т о ч н о с т ь: при выполнении условия Teo 

ремы 2 все частные решения (10) будут оrраничены, а

тоrда, как было выяснено выше при получении оценки

для 8 ;верно неравенство (13), совпадающее с (19).
Несколько более сложным является понятие устойчи 

вости (2) относительно поrрешности rn(h), так как эта

поrрешность зависит не только от коэффициентов A i и

Bj ,
но также от функции f и шаrа h. Часть 8; поrрешно 

сти 8n, зависящая от rn(h), должна быть решением

уравнения (8) с нулевыми начальными значениями; при
этом величина " должна быть найдена для n === k,

.. 1
k + 1, ..., N, rде N === ц. Ч.

h (Х хо). Коrда h --+ о,

множество значений п, для которых находится 8;, He 

оrраниченно расширяется,
Условие устойчивости должно, очевидно, содержать

требование оrраниченности величины 8; для всех h и

всех возможных значений п. Приведем одно из опреде 

ленин устойчивости.
Формула вычислений (2) называется устойчивой OT 

носительно nоерешности rn (h) этой формулы, если cy 

ществует такое число М 1 , что из неравенства

r(h)
 Or(h)===maxlrn(h)1h
-.-::: ,

n

все лежали в круее IЛI 1, при этом

модуль, равный единице, были oдHO 

(20)
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следует оценка

18 I< мр (21)

при всяких h и n == k + 1, ..., N.
Т е о р е м а 3. Для устойчивости формулы вычисле 

ний (2) относительно nосреlИности 'п (h) этой формулыдостаточно выполнения условий:
1) формула устойчива относительно nосреlИностей

начальных значений;
2) существует число G такое, что при всех значениях

h > О выполняется неравенство

r (h)
Gh -..:::: , , (h) == тах),n (h) 1.

n
(22)

д о к а з а т е л ь с т в о. Выше, при рассмотрении 8 ,
было показано, что коrда выполнено первое условие
теоремы, для 8 (h) верна оценка (15). Если, кроме Toro,
верно неравенство (22), то из (15) следует (21), и это
доказывает теорему.

2. Интерполяционная формула вычислений частноrо
вида. Сейчас будет получена вычислительная формула,
простейшие случаи которой часто применяются в прак 
тике. Предположим, что вычисления доведены до узла
Хп == Хо + nh и составлена таблица, приведенная в Ha 
чале параrрафа. Вычислению подлежит У(Хп+l). Boc 
пользуемся лишь одним предшествующим значением
у(хп ) функции у. Точное значение У(Хп+l) есть

Хn+l

у (Хn + 1 ) == у (хп) + f и) dt.
Х
п

(23)

Оно требует знания f всюду на отрезке [хп . Хп+1]. Мы
найдем функцию f приближенно, интерполируя ее на

[Хn, Хn+1] по значениям в узлах сетки. Здесь естественно
ВОСпользоваться формулой Ньютона Бесселя (1.4.6),
привлекая одинаковое число узлов с обеих сторон от

отрезка [Хn, Хn+1]. Если взять 2k +. 2 узлов, формулу
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Ньютона Бесселя можно записать следующим .об 

разом:

f(t)===f(xn+uh)== (fn+fn+1)+ и !O,5Мn+
+
u(u 1).J.. ( Л2f + Л2f)+

(u О,5)U(U ])Л3f +
21 2 n 1 n 31 n 1 . ..

+
(и + k ]) ... (и k)

. J.. (Nkf + /).2k f ) +· . .

(2k)1 2 n k n HI

+
(u O,5)(и+k ])...(и k)/).2Н1! + (t)(2k + 1)1

n k r .

Коrда функция f имеет на отрезке [хп kh, хп + (k +
+ 1) h] непрерывную производную порядка 2k + 2, то на

этом отрезке существует такая точка  ,что остаток r(t)
можно записать в виде

(t) === h2n+2
(и + k) (и + k 1) ... (и k)

f(2k+2) (
1: )r

(2k + 2)1
ь .

Если приведенное выше представление f (t) внести

Б интеrрал и выполнить почленное интеrрирование, по 

лучим нужное выражение у (Xn+I):

у (Хn+1) === у (Хn) + h [ (fn + fn+l) 1 . (/).2fn 1+ /).2fn) +

+  o' i (/).4fn 2+ /).4fn д 6 9180' ; (/).6fn 3+ /).6fn 2)+ ...

. .. + Ck
. ; (A2kfn k+ /).2kfn k+I)+ Rnk'

1

Ck
=== (2 )! (и + k 1) . .. (и k) du,

о

1

Rnk == h r (Хп + uh) du ==

о

1

h
2k+3 r

===

(2k + 2)1
f(2k+2)('Il) ) (и + k)(u + k 1) ... (и k 1) du,

о

Хn kh 'Il Хn + (k + 1) h.

При вычислении интеrрала от остаточноrо члена ин 

терполирования, так как ядро интеrрала (и + k) .,.
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о.. (u k 1) сохраняет знак на отрезке О u 1,
среднее зНачение f(2k+2) ввиду непрерывности этой про 
изводной можно было вынести за знак интеrрала.

Если в равенстве для Y(Xn+l) отбросить неизве,СТНЫЙ
остаток Rnk, пОЛучится приближенная Вычислительная
формула, имеющая поrрешность порядка h2k+20 Для при 
менения она требует предварительноrо нахожде ия
значений У1, У2, о,

о, Yk. Они MorYT быть вычислены по
тому же правилу, если выйти за отрезок [Хо, Х] нале 

во на k шаrов и найти значения f(xn h) == f l, '"

.,
о, f(xa kh)== f ko Но можно избежать этой дополни 

тельной затраты труда и получить друrие формулы BЫ 

числений начала таб.тшцы. Для этоrо достаточно BOC 

пользоваться формулой Ньютона для интерполирования
в начале таблицы (1.4.1)

f (t) == f (хо + uh) ==

f + !!:....!!:,. f +
и(и l)!!:,.2f + и(и l)(и 2)!!:,.З! +а

11
О

21
О

3! О

+
и (и 1) ... (и k + 1)

!!:,.kf + (t)'"

k! а r ,

r (t) == hk+1
и (и

 ( +0i) U
k)

f(k+I) (s).

(24)

Для нахождения У1, У2, о о о можно в равенство (23), по 

'Jiаrая в нем п == 1, 2, ..., вместо f(t) внести выражение

(24) и затем выполнить почленное интеrрирование. По 
сле отбрасывания остатков полученные равенства дадут
формулы вычислений начальных значений. Три таких

равенства прйведены ниже:

У (XI) == Уа + /l [ ; аа + fl) /2 !!:,.2fo + 2 !!:,.3fa i:o !!:,.4f;+
1 k

f ]
.

........

)+ 160 !!:,.5fo о о о + Ck !!:,. а + Rnk (k:;:::::: 2,
1

Ck==ir U(U I)0'0 (u k+I)du, (25)
О

1

Rnk == hk+2
(k 1)1 f(k+1) (s) u (и 1) . .. (и k) du,

а

XO S Xk;
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у (Х2) == у (X j ) +h[ а1 + [2) *. ; ( 2fo+  2f1)+

+ idoA4fo 1  oA5fo + 6  180A6fo + .. . + DkAkfo] + Rnk

(k;::: 4), (26)

1

Dk == (и + 1) u (и 1) . .. (и k + 2) du,
о

1

Rnk==hH2 . (k ])!f(k+1)Щ (U+l)U... (u k+l)du,
о

ХО::;;;; 6::;;;; Xk;

У(ХЗ)==У(Х2)+h [; (f2+fз) *'; (A2fl+A2f2)+

+ iio . ; (A4fo + A4fl) 6 94180A5fo +

+ 121  60A7fo + ... + EkAkfo] + Rnk (k;::: 6), (27)

1

Ея ==* (и + 2)(и + 1) ... (и k + 3) du,
о

1

Rnk==hk+2. (k I)1f(k+1)(6) (U+2)(U+l)...
о

.. . (и k + 2) du, Хо::;;;; 6 ::;;;;Xk'

Сходные формулы MOrYT быть ПОJ1учены для вычис-

ления вблизи точки XN, являющейся конечным узло:,,;!
таблицы, для чеrо достаточно воспользоваться ФОРМУ-
лой Ньютона, преДНазначенной для интеРIIолирования
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в конце таблицы:

У (XN) == Y(XN l)+

[
1

f f )
1 2f

1
f

19+ h 2" ( N + N 1 l2
L'l N 2 24

L'l3
N 3

720 L'l4f N 4.....

I OL'l5fN 5 ...  ( l)k ICkL'lkfN k]+R k(k 2),

У (XN I)=::;. У (XN 2)+ h [ (fN 2+ fN l)
I1

( A2f +
'

 2f
'

)+
II A4f

1I A5f +12
.

2"
Ll
N 2 Ll

N 3 720
Ll
N 4 1440

Ll
N 5

+ 6 : 0L'l6fN 6 н. +( l)kDkL'lkfN k]+R k(k 4),
У (хN 2)== У (хN 3)+

+ h[ (fN 3+ fN 2) -&. (L'l2fN 4+ L'l2fN 3)+

+ ;210 ' (L'l4fN 5+L'l4fN 4) 6b 80L'l6fN 6 
12 9 60L'l7fN 7 .. . ( l)k 1EkL'lkfN k]+ R k (k 6).

Представления поrрешностей R kтрех последних фор-
мул получаются из выражений поrрешностей Rn'k соот-

ветствующих формул (25) (27) при помощи умножеНf!Я
на ( l)k+1 И замены условия Хо < S < Xk на условие
XN""k S<XN'

ЛИТЕРАТУ.РА

1. Б а х в а л о в Н, С., Численные методы, 1, «Наука», М" 1973.
2. К рыл о в В. И., Приближенное вычисление интеrралов, «Нау-

ка», М., 1967.
3. К рыл о в В. И., Ш у л ь r и н а Л. Т., Справочная книrа по чис-

ленному интеrрированию, «Наука», М" 1966.
4. S t r о u d А. Н., D о n S е k r е s t, Gaussian quadrature formulas,USA, Prentice halI,Series in automatic computation.
5. М а к К р а к е н Д" Д о р н У" Численные методы. и проrрамми.

рование на Фортране, «Мир», М., 1969.
,



ПРЕДМЕТНЫИ ук.д. АТЕЛЬ

Весовая фуик"ия И миоrочлеиы Чебы 

шева Лаi'ерра 256

Чебышева Эрмита 257

Якоби 253

Иитерполироваиие составиое (сплайн,

иитерполироваиие) 7 72

Иитерполирующий миоrочлеи, пред'

СТ3ВJlеиие с ПОМОЩЬЮ Qпределнте.

лей 38, 39

 ,формула Лаrраижа 40

 , Ньютона 40

Иитерполяциоииый процесс И ero схо.

димость 28, 64, 66

Квадратуриая сумма 224, 225

формула Чебышева 255, 263 266

Квадратурные коэффициеиты 224, 225

узлы 224, 225

Линейная иезавИсимость бесконечио!!

СlIстемы фуикций 23

Матрица Якоби 191, 209

Матричная проrрессия 87

Мера обусловлеииости матрицы 124 

126
системы уравиеиий 124, 125

Метод Стеффенсеиа для улучшения

итераций 185

Метода raycca обратный ХОД 93

прямой ход 93

Миоrочлен матрицы аинулирующнй
129

вектор 137

мииимальиый 129

.... триrоиометрический 26

Норма вектора 80
.... кубическая 83

октаэдрическая 83
сферическая 83

матрицы 84
 ,подчииеииая иорме вектора 81

.... ,соrласоваиная с нормой веК'

тора 84

Плотность рзспределения 73

Поrрешностн арнфметических дей,
ствий 15
rраинца 16

ПоrрешиосТЬ 13
.... вычислеиия фуикции 19

иитерполирования и ее мера 28

,.......
 ,представленная в форме кон.

Typlloro иитеrрала 47

  ,Лаrранжа 43

 , через производиую 44

 , Р:lзиостиое отношение 4:3

отиосительиая 16
Полиота системы фуикций 24, 25

Потенциал лоrарифмическнй 75

Преобразование Эйткеиа для ускоре.
ния сходУ.мости 11 1, 112, 166 169.
184

Система мноrоqленов ортоrональнаЯ
250

Собствеииые числа матрицы 127

Собствениый мноrочлен матрицы 127

Сходимость последовательности век-

торов 80

уатриц 84

Теорема Вейерштрасса о полноте ал'

rебраическнх миоrочлеиов 26

трнrОНQметрическнх MHoro..
членов 27

Ускорение СХОДИМОСТИ последователь..
иости 167, 179

Устойчивость относнтельио поrрешио'
сти вычислительной формулы 297,
298

начальиых значеинй 296, 297

Форма Жордана маТРИцы 88

Фробеииус. матрнцы 130

Формула rperopH 276
Ньютоиа Бесселя 55

>--- Ньютоиа для интерпо..ирования d

конце таблицы 52
начале таблицы 50

Ньютона Стирлниrа 53

Эрмита для иитерполироваиия <f

кратиыми узлами 60

Фуикций класс С r [а, Ь] 278

Фуикция абсолютно непрерывиая 68

весовая 22'1

распределеиия 73

предельная 73

",., .чебышева 74



Владимир Иванович [(рылов.
Владимир Васильевич Бобков.
Петр Ильич Монастырный

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ
ТОМ 1

М., 1976 r., 304 стр. с ИЛJ!.

Редакторы Н. Н. [(алитк;иll, Н. П. Рябеньк;ая

Техн. редактор Л. В. Лихачева

Корректор Е. В. Сидорк;ина

Сдано в набор 16jXl1 1975 r. Подпнсано к печати

28/V 1976 r. Бумаrа 84ХI081/" тип. ,N', 3. Физ. печ.
л. 9.5. Условн. печ. л. 15.96. Уч.-ИЗД. л. 15,85.
Тираж 44000 экз. Цена киllrи 71 коп. Заказ.N2 953.

'Издательство «Наука,.
rлавная редакция

физико-математической литературы,
.117071, Москва, В-71, Леиннский ПрОСIН.'КТ, \5.

Ордена Трудовоrо j(расиоrо Знамени
Ленннrрадская типоrрафня Н. 2

именн ERreHHH Сс>кБЛОRОй Союзполиrрафпрома
прн rосударственном комнтете Совета

Миннстров СССР по Делам издательств,
полиi'рафии и книжной торrовли

198052, Леиииrрад. Л 52,
ИзмаЙЛОВСки/l: проспект, 29..


